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Книга Л. Шварца, одного из создателей теории распределений (обоб- 
щенных функций), является элементарным учебником по этому разделу 
математики. В ней впервые в русской учебной литературе излагаются 
с точки зрения теорий обобщенных функций такие разделы, как, напри- 
мер, теория преобразования Лапласа и операционное исчисление, и даются 
Физические приложения теории. Систематическое изложение основных 
разделов анализа (ряды и интегралы Фурье, операционное исчисление, 
простейшие уравнения математической физики и пр.) и многочисленные 
примеры и задачи делают книгу незаменимым учебным пособием как для 
потребителей математики, так и для профгссионалов-математиков. 

Радноинженер найдет в ней операционное исчисление и преобразо- 
вания Фурье, физику-теоретику она будет интересна вся, преподаватель 
пединститута или технического вуза сможет читать по ней специальный 
курс для студентов. Многие разделы этой книги войдут в программу под- 
готовки аспирантов технических вузов. 

Книга рассчитана, я читателей со скромной математической подго- 
товкой (первые два курса технического вуза). По существу она пригодна 
даже для первоначального. знакомства с рядом разделов математики. 

Особую ценность представляют зада (131 задача, не считая при- 
меров в тексте), от простейших до достаточио сложных. Таким образом, 
книга может служить и первым в мировой литературе задачником но 
этой новой теории. 


Редакция литературы по математическим наукам 


ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 


После работ французской математической школы в начале века в мате- 
матику вошли понятия измеримости и суммируемости по Лебегу. Теория 
функций вещественного переменного, с одной стороны, завершила логические 
исследования Коши, Абеля и Вейерштрасса, а с другой — сделала огромный 
шаг по пути к тому идеалу, к которому с момента своего зарождения стре- 
мился Анализ. 

Возможность производить „без всяких ограничений“ „любые“ действия 
над аналитическими объектами, дифференцировать и интегрировать функции, 
суммировать ряды и т. п. сильно расширилась с введением основных поня- 
тий теории меры и интеграла. 

Не говоря о таких специальных дисциплинах, как эргодическая теория, 
которая была бы попросту невозможна без теории меры, даже в „обычный“ 
анализ, в исследование таких классических объектов, как специальные функ- 
ции, теория функций вещественного переменного внесла огромные упроще- 
ния. Это хорошо знакомо каждому, кто занимался анализом с этой более 
высокой точки зрения. 

Сейчас мы являемся свидетелями следующего огромного шага по пути 
к идеалу Анализа. С возникновением теории обобщенных функций в работах 
С. Л. Соболева и Л. Шварца математика сильно расширила диапазон ,за- 
конных“ аналитических действий. Дальнейшие исследования И. М. Гельфанда, 
Г. Е. Шилова, Л. Хёрмандера, Л. Гординга и др. привели к тому, что сей- 
час построение таких обширных разделов, как теория дифференциальных 
операторов с частными производными или теория преобразований Фурье, уже 
невозможно без теории обозщенных функций. Новое освещение получили 
многие факты классического анализа, например формула суммирования Пуас- 
сона. Найдены „естественные“ границы тех или иных аналитических операций. 
Широко развилась теория линейных топологических пространств, более естест- 
венных во многих вопросах анализа, чем нормируемые простраиства, 

Математика пока еще бедна монографиями и учебниками (мы не гово- 
рим о статьях!) по теории обобщенных функций. Основные теоретические 
монографии — книга Шварца „Тһёогіе Чез йіѕігіриійолѕ“, т. Г П (второе 
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падацие: Париж, 1959), и „Обобщенные функции“, вып. 1— У, И, М. Гель- 
фанда и др. 

Предлигаемая вниманию читателя книга Шварца „Математические методы 
дли физических наук“ представляет собой элементарный учебник по теории 
обобщентих функций. 

Мы должны здесь разъяснить терминологию. В зарубежной математнче- 
ской литературе нринят термин „918 иНоп“ — „распределение“, введепный 
Л, Ишарцем по аналогии с физическими „распределепиями“ масс, зарядов и 
т, н, В советской литературе принят термин „обобщенная функция“. 

Мы придерживались в переводе термина Шварца. воздавая тем самым 
должное литору. 

Помимо пиэтета, здесь сыграло роль еще и то существенное обстоятель- 
СТВО, Что без этого термина некоторые места книги были бы просто не- 
переводимы, например сравнение „математических“ распределений с „физи- 
ческими*. 

Итак, книга Л. Шварца — элементарный учебник по теории распределе- 
ций — обобщениых функций. 

Предполагпется, что читатель владеет основными понятиями анализа 
в объеме двух-трех лет стандартного курса анализа. Все остальное опреде- 
летен и доюмихнастся в книге. Героем первой вводной главы книги является 
- прницин Фубики": „сумма“ неотрицательных „слагаемых“ не зависит от по- 
ридка „суммирования“. Пскоторые факты в этой теорстико-функциональной 
улине только формулируются, но не доказываются; читателю, который хотел 
бы позшкомиться с нодробными доказательствами этих отдельных фактов, 
мы рекомепдуем обратиться к книге И. П. Натансона „Теория фуикций ве- 
зиестиенной переменной“, второе издание, Гостехиздат, М., 1957 г. В даль- 
нейших глипах книги используются элементарные сведения из теории фупкций 
комнлексного переменного, например теорема о вычетах и понятие аналити- 
ческога продолжения. С этими фактами читатель может познакомиться но 
кинге М, А, Лаврентьева и Б. В. Шабата „Методы теории функций коми- 
лекснога переменного“, третье издание, „Наука“, М., 1965 г. В осталыюм 
книга Л. Шварцасзамкнута в себе: Читатель научится производить основные 
действия с в аепр желениями. работать со сверточными уравнениями, рядами 
и ингегрялами Фурье, работать с интегралом Лапласа и т. д. Читатель по- 
нникамится также с некоторыми приложениями теории к простейшим физи- 
ческим задлчам (уравнение колебаний струны, акустические трубы, волиовое 

равнение, уривпспие теплопроводности). 

Упражиесния, которыми сопровождается каждая глава, позволят читателю 
антинна аплидеть теоретическим материалом. 

Очень ценна большая свежесть этих упражнений (см., например, фор: 
мулы Фейнмана в упражнениях к первой главе). Среди упражнений имеются 
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и упражнения особого рода, представляющие собой маленькие теоретические 
исследования; они особенно полезны. 

В русском переводе были исправлены довольно многочисленные опечатки 
французского издания и внесены незначительные (и очень редкие) изменения 
в текст. Во время своего пребывания в Москве осенью 1964 г. проф. 
Л. Шварц просмотрел исправления, внесенные переводчиком в русское 
издание. В двух или трех местах обоснования автора были недостаточны, 
однако мы не вносили в них изменений, ибо это утяжелило бы стиль книги, 

Книга написана прозрачно. Основная ее цель — приучить читателя к 
теории распределений — великолепно достигнута автором. 


` Ф. Широков. 


ж 


.# 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


В предлагаемой книге рассматриваются математические методы физики, 
В этом смысле она не является сборником „рецептов“, предназначенных для 
более или менее сознательного употребления. Объекты, которые встречаются 
здесь, являются объектами математическими, точно определяемыми. Их эле- 
мептарные свойства доказываются, а примеры, заимствованные из физических 
наук, показывают, как эти свойства можно использовать. 

Эта элементарная и краткая книга не претендует на роль настоящей 
монографии; поэтому в вопросах, которые потребовали бы слишком длинных 
рассуждепий, мы приводим только основпые результаты и притом без дока- 
зательства. 

Знания, необходимые для того, чтобы читать эту книгу с пользой, сво- 
дятся к материалу обычных вводных курсов, дополиенному некоторыми по- 
нятиями из‘ линейной алгебры и из теории функций одного комплекспого 
переменного. 

В конце каждой главы читателю предлагаются упражнения. Эти упраж- 
нения расположены по возможности в порядке возрастающей трудности. 
Некоторые из них служат просто для применения основного материала книги, 
другие же касаются новых вопросов. Но все упражнения — на уровне экза- 
менов по математическим методам физики парижского Факультета наук. 

Я хочу поблагодарить Дениз Юэ, которая снабдила некоторыми допол- 
пениями предварительный вариант моих тетрадей по математическим методам 
физики 1), а также полностью отредактировала $$ 2 и З гл. УИ, гл. ІХ и 
все упражнения. Формулировки упражнений частично принадлежат Гурдэну, 
Аниекэну и Треву?). 


Лоран Шварц 


') Сепіге йе Боситетаноп Опјічегѕіќаіге, Рагіѕ. 
2) Аѕѕосіайоп Согрогаііуе 4ез Е ап еп Ѕсіепсеѕ, Рагіѕ. 





ГЛАВАТ 


И ДОПОЛНЕНИЯ К ИНТЕГРАЛЬНОМУ 
ИСЧИСЛЕНИЮ: РЯДЫ И ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Дополнительные сведения о рядах 


1. Суммируемые ряды. Понятие суммируемости является обобщением 
понятия абсолютной сходимости на случай, когда члены ряда занумерованы 
произвольным множеством индексов / и когда тем самым члены ряда не уно- 
рядочены. 


Члены ряда могут быть как вещественными, так и комплексными; для 
простоты мы будем считать их вещественными. 


Определение. Пусть / — произвольное множество ипдексов и (и) ё /-— 
семейство вещественных чисел, параметризоваиное множеством /. Ряд 


называют суммирусмым к сумме 5 и пишут 
® 


5 и. 


— 


если для любого є >> 0 существует конечное подмножество значений ипдекса 
Јс1, такое, что для любого конечпого подмножества значений индекса КЭЈ 
выполияется неравенство 


[$ —5к| < е, (1, 1; 2) 
где 
$к= Ў и. (1, 1; 3) 
ЕК 


Замечание. Каково бы ни было множество иплексов Г, рял УЖ и; 
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будет суммируем и притом к сумме нуль, если все и; равны нулю. 
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Свойства Предложение 1. (Единственность суммы.) 
суммируемых рядов Боди 
Ушщ=5 и Ўш = 5, 
1 ТЕ! 


7%0- 


В самом деле, для любого є > 0 существуют такое Л С/, что при КЛ 
выполняется неравенство |$ — $к| в, и такое ЈС /, что при К 27 выпол- 
няется неравенство |5’ — 5к| < є. Положим К Л  /,, тогда одновременно 
|$ —$к| <е и |5’ —$к| < и, следовательно, |5 —5'| < 22. Поскольку є 
произвольно, имеем $ = $. Ч. и т. д. 





Предложение 2. Если ряды 2у ии 2 о; суммируемы к сум- 


мам 8 и Т соответственно, то ряд У (и; но), где № и р — постоян- 


ные, суммируем и притом к сумме $ 4 ВГ. 

В самом деле, для данного = > 0 существуют такое конечное множество 
индексов Л С Г, что для любого конечного множества индексов К) Э.Л выпол- 
няется неравенство 

= 
$ — 9к | < 
| ктт" . 
и такое конечное множество индексов Ј.С /, что для любого конечного 
множества индексов К /, выполняется неравенство 


Е 
7—7. ЗАЕЕГ. 


Следовательно, для любого конечного множества индексов К 22; ЦА имеем 


пт 


А5 —25к| «тетет 


и [ЪТ — ьГк| <, 


откуда 
А5 | ьГ) — (Ак Гк) < в 
Ч. ит. д. 


р 


Предложение 3. (Ряды с положительными членами.) Пусть все 
>0. Для того чтобы ряд 
У и | 
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был суммируем, необходимо и достаточно, чтобы все частичные 
суммы 5к, соответствующие конечным подмножествам К множества [, 
были ограничены фиксированным числом М > 0; в этом случае 


Уш= зир (8к). 1; 
іЄІ К конечно ( о 4) 
В самом деле, предположим сначала, что ряд суммируем. Тогда числу в, 
равпому, скажем, 1, соответствует такое конечное подмножество /, что для 

любого конечного А>. имеем 
5к< 5-1. (1, 1;5) 


Если же К — произвольное конечное множество значений индекса, то поло“ 
жим Ку= 7/0 К. Тогда будем иметь 


бк <5к, «5-1, (1,1; 6) 


поэтому все суммы $к ограничены. 

Обратно, предположим, что все Зк ограпичены; пусть В их верхиия 
грань. Тогда для любого в > 0 существует такое конечное подмножество „/с: /, 
что 


В—=< 5/5 В. (1, 1;7) 
Для любого конечного К >/ будем иметь 
Ве <5к <Р. (1, 1:8) 


Следовательно, ряд У и; суммируем и имегт своей суммой число В. 
161 


Предложение 4. (Критерий Коши, доказательство см. пиже.) Лля 
того чтобы ряд У и; был суммируем, необходимо и достаточно, 
Е! 


чтобы и; удовлетворяли критерию Коши: 

каково бы ни было є > 0, существует такое конечное Ј<1, что 
для любого конечного множества К значений индекса, не имеющего 
общих элементов с Ј!) , выполняется неравенство 


|5к| <=. (1, 1;9) 
Предложение 5. (Следствие из критерия Коши,) Если ряд 2 Ш 
суммируем, то всякий частичный ряд У и, где /— произвольное под- 


іЄЈ 
множество 1, является суммируемым. 





1) То есть для любого конечного Кс / — Ј. 
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Если Ј — конечное подмножество 1, такое, что для конечных 
К>/ выполняется неравенство 


1$ — $к| <ь, (1, 1; 10) 


то это же неравенство выполняется и для бесконечных КЭ/. 


Если подмножества Л, 4, ..., Ј, СГ не имеют общих элементов 
и Ј= лили... ОЛ, то 


$7=5 5, +... 4-5), (1, 1:11) 


при условии, что хотя бы одна из частей этого равенства имеет. 
смысл. 


Предложение 6. (Вывод из критерия Коши.) Для того чтобы 
ряд У и, был суммируем, необходимо и достаточно, чтобы был 
121 


суммируем ряд У |и!|; при этом 
єг 





|< 2 (1, 1:19) 
іє ЕЕ 
Если 0, — суммируемый ряд с положительными членами и если 
ГА 
а] <, о (Г, 1; 13) 
то ряд 2. ш суммируем и при этом 
і 
р? “|<, У о. (1, 1:14) 
Е Е 


Доказательства предложений 4, 5, 6. 
1°. Если ряд р суммируем, то выполнен критерий Коши. В самом 


деле, каково бы ни "было є > 0, существует такое конечное Ло, что для 


любого конечного К, пе имеющего общих элементов с Л, одновременно 
выполняются неравенства 


17—51 <5 и |50к— 51 < 5. (1,1; 15) 
Отсюда имеем 
151 к—5/ <е. (1, 1; 16) 
Но А . 
7 530к— 5) == $. (1, 1; 17) 
откуда 


18,1 < =. , (1, 1; 18) 
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2°. Если некоторый ряд удовлетворяет критерию Коши, то всякий его 
частичный ряд а Ёогііогі удовлетворяет критерию Коши. Это очевидно. 
В частности, это выполняется для частичпого ряда, образовапного из членов 
и; >.0, и для частичпого ряда из и, «0. 

3°. Если пекоторый ряд с членами 20 (или с членами < 0) удовлетво- 
ряет критерию Коши, то он суммируем. В самом деле, непосредственно 


очевидно, что частичные суммы ограничены, и поэтому достаточно восполь- 
зоваться предложением 3. 


Комбинируя 2° и 3°, видим, что если некоторый ряд удовлетворяет 
критерию Коши, то ряд из его положительных членов и ряд из его члепов :0 
суммируемы. Для вещественного числа х положим 


Хх =, если х20; х+==0, если х<0; 19 
Хт =-— х, если х<0; хо = 0, если ху 0. (0,1; 1 
Тогда 

х+> 0, хт 0, 


х= х х7, |х| = хх“. 


(1,1; 20) 


Тогда если ряд У и; Удовлетворяет критерию Коши, то, как мы только что 
ГЕ 


Ф! \ — 
видели, оба ряда Жи и У» ит суммирусмы. Отсюда мы заключаем, что 
аў; ГЕ! 


их разность, т. е. ряд Жи» суммируема. Этим в комбинации с пунктом 1° 
121 


доказано предложение 4. Кроме того, отсюда же мы заключаем, что сумми» 
3 
русм ряд У, |и!| и что имеет место неравенство (1, 1; 12). 
РЕ 


А! 
Обратно, если ряд У; |и;| суммируем, то его частичные суммы ограни- 
11 


чены и, следовательно, суммируемы оба ряда хи и Хита, значит, сум- 
і 
мируема и их разность д. Этим доказана первая часть предложения 6. 
і 
Вторая часть тогда очевидна, ибо если ряд Хо, суммируем, то его частич- 
ные суммы ограничены, а, значит, а отно ограничены и частичные суммы 


ряда У [и;|. Неравенство (1, 1; 14) вытекает при этом из (1, 1; 12). 
167 
4°. Остается доказать предложение 5. Если ряд Ў; и; суммируем, то он 
121 


удовлетворяет критерию Коши; тогда его частичные ряды а ѓогіїогі удовлет- 
воряют критерию Коши (см. 2°) и, значит, суммируемы. 
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Пусть /— такое конечное множество индексов, что для любого конеч- 
ного Кү 2 Ј выполняется неравенство 


[$ —$к,| < в. {Т, 1; 21) 
Тогда если К — некоторое бесконечное множество значений индекса, содер- 


жащее ./, то для любого ў > 0 существует конечное множество Ку, ЈС КСК, 
такое, что 


15к — $к, |< (1, 1;22) 
(п определению суммируемости ряда У ш). Таким образом, имеем 
ТЕК 
|15$к— 5к‚| <, [5 — 5, |<, (1. 1; 23) 
значит 
[1$ — 56| < 7, " (1, 1; 24) 
и, поскольку % произвольно, 
1$ — $к| < (1. 1;25) 


(при бесконечном К). Наконец, та часть предложения 5, которая относится 
к разбиению 

=лили ..ь ил, 
является очевидной. 


Замечание. Применим критерий Коши к множеству К < /, не имею- 
шему общих элемептов с Ј и сводяшемуся к одному, единственному эле- 


менту №. Имеем |56 | ==|и,| < ә. Таким образом: 
Если ряд У и, суммируем, то, каково бы ни было е? 0, суще- 
ГЕ! 


ствует такое конечное подмножество Ј множества 1, что для любого 
кЁЈ выполняется неравенство |и, | <. є. 
Это утверждение можно сформулировать так: 
Если ряд 2ш суммируем, то его общий член и; стремится 
і 


к нулю (понятие, не зависящее от порядка членов). 


Предложение 7. Лусть Ј, (п = 0, 1, 2, .. .)— последовательность 
подмножеств множества 1, конечных или бесконечных, такая, что 
для любого конечного Ј с 1. множество Ј, будет содержать Ј при всех 


достаточно больших п. Тогда если ряд У и, суммируем к сумме 5, 
ГЕ! 


то последовательность 5. сходится к 5 при п-» оо. 
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В самом деле, каково бы пи было => 0, существует такое конечное 


Је. 1, что для любого К (конечпого или бесконечного), содержащего Л, 
выполняется неравенство 


[1$ —$*| <=. (1, 1; 26) 
Пусть по таково, что при и >> п множество /, содержит Л тогда при 
п > по имеем 
1$ — 5, |< в. (1, 1; 27) 
Ч. ит. д. 


Предложение 8. (Суммируемость и абсолютная сходимость.) 
Если множество индексов Ї совпадает с множеством М целых 
е! 
неотрицательных чисел, то для суммируемости ряда Ў; и, необхо- 
ГЕ! 
димо и достаточно, чтобы этот ряд абсолютно сходился. При этом 


его сумма в смысле теории суммируемых рядов совпадает с его сум- 
мой в смысле теории сходящихся рядов. 


В самом деле, предположим, что ряд У и, суммируем. Тогда У [и | 
ГЕ! ГЕ! 


также суммируем. Обозпачим через Л, подмножество, составленное из целых 
чисел 0, 1, 2, ..., и. 


Предложение 7, примененное к ряду 2, [и;|, показывает, что величины 
6! 
<< 
То же самое предложение 7, примененное к ряду 2, и. показывает, что 


„те имеют предел при и -> оо, поэтому ряд. абсолютно сходитси. 


іт 5) == $, (1, 1; 28) 
п> оо 
т. е. суммы в смысле обеих теорий совпадают (5$), это то, что в теории 
сходящихся рядов обозначается через $,). 
. Обратно, предположим, что ряд абсолютно сходится. Тогда частичиме 


суммы У |и,| ограничены, откуда сразу же следует, что все частичные 
О<у<л 


суммы 5, (/— конечно и содержится в Г) ряла Ў) | и,| ограничены; поэтому 
ГЕ! . 


ряд У |и;| суммируем и, следовательно, суммируем ряд У ш. 
ГЕ! ГЕ! 


| Вывод. Если пекоторый ряд абсолютно схолится, то оп остается 


абсолютно сходящимся и сохраняет свою сумму при изменении порядка 
его членов. , 


Й 


02 Л. Щварц 
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В самом деле, ряд при этом условии является суммируемым, а сумми- 
руемость, так же как и сумма, не зависит от порядка членов. 
Предложение 9. Предположим, что множе- 


Суммирование ство индексов 1 является объединением семей- 
пачками ства подмножеств 1, («Є А): 
или 
ассоциативность 1= Г., (1, 1; 29) 
«СА 


причем эти подмножества попарно не имеют общих элементов). 
Тогда если ряд 2, ш суммируем, то каждый из рядов 2, и; сум- 


мируем к сине: „ряд 2, о, 8 свою очередь суммируем, причем 


> фи 2,%= У | ру п). (1. 1; 30) 


= аеА\1 1. 


Доказательство. Тот факт, что каждый из рядов и; сумми- 
іЄТ, 
руем, вытекает из предложения 5. 
Поскольку ряд У и; суммируем, для любого = >> 0 существует такое 
ГЕ! 


конечное мпожество индексов / с /, что если К — конечное или бесконечное 
множество индексов, содержащее /, то выполняется перавепство 


1$ —$к| <е 
7027 


Пусть В — конечное подмножество А. образованпое всеми индексами 
аЄ А, такими, что /, П/=- 0). Тогда, каково бы ни было копечное подмно- 
‘жество С мпожества А, содержащее В, объединение И 1, будет подмно- 


«ЄС 
жеством К с Ї, содержащим Ј, и, таким образом, 
$5— Ў ше (1, 1; 31) 
іє, 
«ЄС 


Но в силу последней части предложения 5 


; - У ш Ў) о, (1, 1; 32) 


1Е 01 «ЄС 


. 


1) То есть они таковы, что /, П 13 = (0), где 0) — пустое множество. ' 
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воскольку С конечно; тем самым 


5-3 


<ь, г (1,1; 33) 
«ЕС 





и, значит, ряд У] о, суммируем к сумме 5. 
СА 


а 


Ч. ит. Л, 


Внимание: обратное не справедливо. Может случиться, что каждый 
ҹ] е) 

из рядов У) и, суммируем к сумме в, и что ряд У, о, суммируем, 
«ЄА 


1 


но ряд 2, и; не суммируем. В этом случае, если В — пекоторое другое 


множество индексов, а (7%), ‚ в — другое разбиепие / па множества, не имею: 


щие попарно общих элементов, то может оказаться, что каждое из выражений 


2..7“) и 2039) (1.1:34) 


ЕТ, св ЄТ, 
имеет смысл, но что их значения пе совпадают. 


Пример. Пусть А — множество всех целых чисел й >>, 0. Каждому 
а == п соответствует /,, образованное из двух элементов п и — й (из одного 


элемента, если й = 0); 1=(.] 7, —множество всех целых чисел любого знака. 


а 


Для целого {СГ положим и, =. Тогда ряд У, и, не суммируем, поскольку 
іс 


2 ш=0+1+2 + 2. ==. (1, 1; 35) 
Но 
тет 010388) 
и, значит, 
ч в, = 30=0. (1, 1; 37) 
ве А 


а 
Каждый из рядов — и;, таким образом, суммируем и имест сумму 0, 


ЕА 


% л 
ряд > с, == Ў] 0 = 0 также суммируем, тогда как ряд У) и; пе суммируем. 
ас ачу, 


2% 
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Предложение 10. (Частичное обрашение предложения 9.) Если все 

и! > 0 и если условиться обозначать -- со сумму расходящегося ряда 
© неотрицательными членами, то всегда имеет место равенство 

Хи= У(Х и; (1, 1;38) 


ГЕ! Е А\1Е1, 


значение обеих частей равенства либо конечно, либо равно +- оо. 
Это нечто вроде обращения предложения 9: если 2; > 0, если ряд У и, 


. ТЕ 
суммируем к сумме в, и если У с, суммируем, то ряд У и, суммируем. 
«СА ТЕГ 
В самом деле, положим х с, == с. Всякая конечная сумма У с, мажори- 
ас «ЄС 


руется числом с. 

Пусть теперь Л — произвольное конечное подмножество 7, С — множе- 
ство (конечное) тех элементов а множества 4, для которых /, П/- ©. 

В силу последней части предложения 5 имеем 


У = Ў о, (1,1; 39) 


іє Џ ГА аЄ С 
«ЄС 
поскольку С конечно. 
Но 
ы 
$, < У, и; и 9, < 5, 
іє Џ 1, ас С 
«ЄС 


откуда $; 9. 
Таким образом, все суммы $, мажорируются числом с и ряд У 1 


суммируем в силу предложения 3. 6, 
Предложение 11. (Следствие предложения 9.) Если ряды 
Хш и Мо, | 
ТЕГ ЕЯ 
суммируемы к суммам О и У, то ряд 
и; (1, 1; 40) 


а ЛЕГХУ 


— произведение двух предыдущих рядов — является суммируеним 
и притом к сумме 


Й 


и = Оу. 1 1541) 
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В самом деле, суммирование пачками дает 


У ио У (2 шт) = У, (4, У о) = 2 шу) = У У и == МО; 


1, рЄІхУ Ё ЄЈАЈЄЈ ЕЛ, ЈјЕЄЈ їЄЈ 


Эт: выкладка показывает, что если суммировать пачками можно, 


то ряд У, и, наверняка имеет суммой СОУ. Но для того, чтобы 
1, ЛЕГХУ 


иметь право суммировать пачками, следовало бы сначала знать, что рял 
| 
иго; суммируем. 
(.ЛЄЈхЈ 
Тем не менее если все и; и 9,>0, то мы всегда имеем право сумми- 
ровать пачками (предложение 10); поэтому теорема доказана для этого случая, 
Если же ш; и 9, произвольны, то обратимся к [и;| и |0; |; известно, 


что ряды Уи и 2191 суммируемы в силу предложения 6 и, значит, 
іє ј 


У |41) у (2,191); слело- 


ряд У “|а| -[9;| суммируем к сумме (2 


( РЕЛХУ 


вательно, ряд 9; также суммируем. 
1, РЕ/ХХ 


Замечание. Если как /, так и Ј является множеством целых чисел > 0, 
то ряд-произведение представляет собой двойной ряд, множеством индексов 
в котором является множество пар (т, п) целых чисел >> 0. Этот ряд-про- 
изведение часто суммируют пачками, полагая 


У Ч У Х що, ОУ = У, (1,1; 42) 


Примеры числовых суммируемых рядов. Ряд 


У сын) (1,1; 43) 


(т, п) | 
т целое >> 1 
п целое > 1 


суммируем при :% > 2 и не суммируем при а < 2. 
Более общий случай: ряд 


(01 Рә» "< Рд) 
0; целые > І. 
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суммируем при а >> и и не суммируем при а <и. В самом деле, разложение 


степени (р. р... + р,)” показывает, что она > рр... рп! > 
> р:ро.-. ри. Поэтому 





ура! ар) “(роты)”. 
| Ы Г <! }". 6.1545) 


Таким образом, данный ряд мажорируется выражением 


У)" 6)" 0)" 0649) 
Если х > ий. то = > 1, и этот ряд является суммируемым. 


Предположим, что, наоборот, а < в. Будем суммировать пачками (ряд 
имеет неотрицательные члены). Рассматриваемый ряд равен 


Х| У ря) | ава) 
Р} | 


ВЕ! эа) 
где 


А А | А а. 
У Барар) > У [та > 


(Ро ++ Ви) РР 
15, < р, . 
1 я 
. 1\° ҹу 1 а+1-п 
Таким образом, исследуемый ряд имеет сумму > (2) У (6) . 


ру=\ 
Поскольку а < и, а- 1 -— и < 1, этот ряд расходится. 


Замечание. Имеем 
1 . 
Е (Рут РЬ БА) ЗУ... +7 < 
хат... р, @, 1: 49) 





Поэтому ряд 





У ( т) имеет ту же природу; он 
(рі Во» +.» Ри) Уря ... ЗН Ра 


суммируем при а > п и не суммируем при а < п. | р 
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3. Условно сходящиеся ряды. Мы предположим здесь, что множество 
нилексов / является множеством № целых чисел >>, 0; таким образом, суще- 
Етпует естественный порядок членов ряда. 


Наиболее важным критерием сходимости для случая, 


хо 


Теорема Абеля 
Р когда ряд Уи, пе является абсолютно сходящимся, 
п=0 
япляется теорема о знакопеременных рядах і). Ее обобщает теорема 
Абеля: 


Пусть и, = 0.0, где а, >20, убывают и стремятся к нулю, когда 
п -> оо, а 0, — комплексные числа, такие, что величины 


[9 | == |, Виа А 640, | 


со 
мажорируются некоторой константой ‹>0. Тогда ряд У, ир сх0- 
п=0 


Јится, а его остаток не превосходит по модулю числа с, умножен: 
ного на первый член остатка. 
В самом деле, подсчитаем: 
Зил == 800 вв, +... + 46, = 
== 2030,0 1 @1 (6, — 9,0) + --. - Ф, (90, п 90, п-1) == 
== (40 — @;) 6%, 04 (@; — 45) бр ... 
... — (а, — аи) бу, пъ 1 190, п. (1, 1; 50) 
Член 2,9, „, имеющий вид, отличный от остальных, стремится к пулю ири 
п» оо, поскольку а, > 0 и [с „| < о. Остается показать, что сумма 
п 1 
м 
У (а, — а.) (1, 1;51) 


Е =0 


имеет предел при и > оо. Это сводится к тому, чтобы показать, что ряд 
< общим членом 


9, = (@, — @ь+1) 90. р (1, 1; 82) 
с̧ходится. Но этот ряд сходится абсолютно, поскольку 
[9ь| < (6, а, л) 5, (1, 1; 53) 


1) Признак Лейбница в русской литературе, — Грим. перев. 
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откуда 


< (и — в) 8- ... (а, —адео- ... = а, (1,1;54) 


что и доказывает сходимость данного ряда. 
По уже доказанной сходимости имеем оценку 


150, | < 416 + а. (І, 1; 55) 
значит А 
[5,1 409, где $, == Ў а,б. (1, 1; 56) 
п=0 
Та же самая выкладка, начатая с члена аљ+і с учетом того, что. 
В == іт бить, (1, 1; 57) 
п > со , 
дает 
[А | < ат+15 А (І, 1; 58) 
Ч. ит. д. 
Примеры. 
1) Знакопеременный ряд 
В =(— 1)", о= 1, | (1, 1; 59) 
откуда 
БАБ 0, 1:60) 


В этом случае, кроме того, известно, что остаток имеет тот же самый знак, 
что и его первый член. 


2) Тригонометрический ряд 


У ае. (1,660) 


п= – оо 


Говорят, что этот ряд сходится, если каждый из двух рядов 


оо 0 
> алеї! и У ае"! (1.01562) 
п= 


п=-х 


по отдельности сходится. Здесь 


Во = е“, оа" -- (то... етй, (1, 1; 63) 
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С одной стороны, если ей + 1, имеем 
е0 8 отів 


т п е0] —— 
2 
утаат (1, 1; 64} 
С другой стороны, если ей == 1, то 
Сап = 0 —– т 4-1 (1, 1; 65) 


— неограниченная величина. 


Заключение. Если а, 2-0, убывают и стремятся к нулю при пй ж» о, 
то ряд 


У але" (1, 1; 66) 


п=0 


сходится при 6 = 2т и его остаток не превосходит по модулю величины 
в ————-. 

т+1 128 —1| 
Разумеется, отделяя вещественную и мнимую части, мы получим анало- 
гичное свойство для рядов 


У 4, с05 пд, Ха, тиб. (1,1; 67) 
п=0 п=1 


Но для последнего сходимость имеет место даже при 6 = 24т, поскольку 
все члены этого ряда равны при этом нулю. 


2" У $ 2. Дополнительные сведения об интегрировании 
1. Интеграл Лебега!) Интеграл Лебега, обобщающий интеграл Римана, 
Однократный является функционалом, который всякой веществен» 
в интеграл ной или комплексной функции переменного х, при: 
" надлежащей к определенному семейству, называемому 
бамейством суммируемых функций, сопоставляет ес интеграл — некоторое 
мы 
') Интеграл Лебега необходим для теории гильбертова пространства; эта теория 


в свою очередь необходима для волновой механики, теории дифференциальных уран 
Нений с частными производными и для теории интегральных уравнений. 
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вещественное или комплексное число, обозначаемое символами 


Г лода, или [лсд ах, или годах, или ЈУ. (1,2; 0) 
—© ю 


Ввиду большой трудиости этой теории мы не приводим необходимого 
и достаточного условия для того, чтобы некоторая функция была суммируе- 
мой; мы не даем также метода вычисления ее интеграла. Мы приводим без 
доказательства некоторое число важных результатов. 

— Характеристической функцией пекоторого подмно- 

Множество меры жества Е прямой № называется фупкция ор, равная | 

нуль на прямой В в каждой точке хЄЁ и равная 0 в каждой точке 
хЁЕ. 

Определение 1. Пусть Е — открытое множество; мерой Е 
называется верхняя грань интегралов от неотрицательных непре- 
рывных функций. обращающихся в нуль вне ограниченного интервала 
и мажорируемых характеристической функцией ог. 

Например, если Е — интервал ]а, |, то его мера равна 0 — а. 

Определение 2. Говорят, что множество Е на прямой имеет 


меру нуль. если для любого = >0 существует открытое множество 
меры <=. которое содержит множество Е. 


Пример. Точка имеет меру нуль. 


Предложение 12. Всякое множество. содер- 
Свойства множеств жащееся в множестве меры нуль, имеет меру 
меры нуль нуль. 


Предложение 13. Всякое множество Е, которое является 


объединением конечного или счетного числа множеств меры нуль 
имеет меру нуль. 


Следствие. Поскольку точка имеет меру нуль, всякое счетное мно- 
жество точек имеет меру нуль. Например, множество всех рацибнальных 
чисел, которое является счетным, имеет меру нуль. 


Замечания 


1) Предложение 13 ие сохраняется для объединения песчетного числа 
множеств Ё,. 

Например, Е = А есть объединение множеств Ё;, сводящихся каждое 
к одной точке, таким образом шез Е, =0, в то время как мера Ё равна 
бесконечности и не равна нулю. Впрочем, этим доказано, что множество Е 
несчетно! 

2) Существуют несчетные множества, которые все-таки имеют меру нуль. 
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Пусть Р — некоторое свойство точек х прямой А. Говорят, что Р 
выполняется почти всюду или почти во всех точках х прямой Ю, если мио» 
жество точек х, которые не обладают свойством Р, имеет меру нуль. Так, 
ивпример, почти все числа иррациональны. 

Из предложения 13 вытекает 


Предложение 14. Пусть (Р;) — конечное или счетное семейство 
свойств точек х прямой Р, и пусть каждое из них выполняется 
почти всюду. Назовем Р свойство, которое состоит в том, что 
точка х обладает одновременно всеми свойствами (Р,). Тогда Р 
выполняется почти всюду. 

Определение 3. Говорят. что функция {| 
измерима, если она является почти всюду пре- 
делом некоторой последовательности непрерывных функций. | 

Это означает, что существует некоторая последовательность непрерыв- 
тых функций /,„ (х), такая, что /(х) == т /„(х), для каждой х, кроме 

т > со 


пекоторого множества точек х меры нуль, 

В частности, всякая функция, непрерывная всюду, кроме точек х неко- 

торого множества меры нуль, является измеримой. 
Предложение 15, Всякая непрерывная функ- 
Свойства измеримых ция от конечного числа измеримых функций 
функци измерима. В частности, если ри г измеримы, 
то функции } 4-6. ЈЕ. ѕЫр(7. 8) іп, в), [| 
а 3/6. если р = 0 всюду, являются измеримыми. 

Всякая функция /, которая является обычным пределом последователь - 
чости измеримых функций /,, является измеримой. Неизмеримые функции 
устроены столь неправильно, что ни олпа из них явио пе известпа; можно 
только теоретически доказать их сушествование, используя одну аксиому, 
называемую аксиомой выбора, которая пе позволяет построить практически 
ии одной такой функции. Это говорит о том, что все функции, которые 
могут встретиться физику, наверняка измеримы. Вот почему в дальнейшем 
мы будем предполагать. не оговаривая этого каждый раз, что всё 
рассматриваемые функции измеримы. 

Предложение 16. Для того чтобы функция 
У Сумиируеные была суммируемой, необходимо, чтобы она бы- 
Ункции ла измеримой. Она должна, кроме того, нё 
быть „слишком большой“. 
Предложение 17. Для того чтобы } была 
суммируемой, необходимо и достаточно. чтобы 
|| был симмируемим. Бели в: суммируеми 
и 52:0 и если | {| < е, то } суммируема. 


Измеримые функции 


Свойства суммируе- 
мых функций 
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Предложение 18. Если Ги ё суммируемы и Х— постоянная, 
то Де и № суммируемы, причем 


Је+ә= + је Ју. (1,2; 2) 


Таким образом, множество суммируемых функций является векторным 
пространством, которое обозначается „РТ Интеграл на этом про- 
странстве „9?! является линейной формой, или линейным функционалом. 


Предложение 19. Если } >20, то [/>6; если |}| < е, то 


| Гл < Лили |. (1,2; 3) 
Говорят, что интеграл является неотрицательным функционалом. 


Замечание, Если ў >> 0 измерима, но не суммируема, то полагают 
Гл == — оо. 


Предложение 20. Ограниченная функция }, равная нулю вне 
конечного интервала (а, б), суммируема. Если, кроме того, Г интег- 
рируема в смысле Римана на (а. 5), то ее интеграл Лебега совпадает 
с ее интегралом Римана по интервалу (а, 6). Если на интервале 
(а, 5) выполняются оценки 


т < (х) < М [соответственно | (х) | < 21], (1, 2; 4) 

то 
ма) < | дах < Ма) (1, 2; 5) 
[соответственно сах) < М(6 — а). (1,2; 6) 


Предложение 21. Пусть } — вещественная или комплексная 
функция, А и М — два произвольных положительных числа. Обозна- 


чим Уд м(х) функцию, равную }(х). если — А<х < Аи |} (%)| «М, 
и равную нулю во всех остальных точках х. 


Для того чтобы ў была суммируемой, необходимо и доста- 


точно, чтобы интегралы лам! были ограничены независимо от 
А и М. 


і 
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Для того чтобы функция /, имеющая только конечное число точек раз: 
ва, была суммируемой, необходимо и достаточно, чтобы ее интеграл, 
в смысле теории „несобствепных интегралов“ Римапа, был абсолютно сходя- 


іцимся: в этом случае ее интеграл Лебега совпадает с ее „несобственным 
интегралом“. " 


Предложение 22. Если { является функцией, равной почти 
всюду нулю, то она суммируема и ее интеграл равен нулю. Если две 
функции Ги = равны почти всюду и если ў суммируема, то Е сум- 


мируема и л= [= 


Это позволяет сказать, является ли функция / суммируемой, и вычислить 
ес интеграл, даже если опа не определена всюду на В или если она прини: 
мает в некоторых точках значения +оо, 

В самом деле, обозначим через /, функцию, равную / во всикой 
точке х, где / (х) определена и == +оо, и равную какому-нибудь конечиому 
зпачению в остальных точках. При условии, что / определена почти всюду 
и почти всюду == соо, суммируемость функции Л) и значение ее интеграла 
ие зависят от произвола, который имеется в ее определении; функцию / 


пазывают суммируемой, если ў; суммируема, при этом полагают [= [уе 


Предложение 23. (Обращение предложения 22.) Если / 2.0 и если 


Гл==0, то ў почти всюду равна нулю. Если Ге и если Гл: к 
то Ў и = равны почти всюду. 

Говорят, что две функции Г и &, определенные почти всюду и почти 
всюлу = оо, эквивалентны, если они почти всюду равпы. 

Классом функций является множество функций (определенных почти 
всюду и всюду конечных), которые почти всюду равны некоторой функции, 
определенной и конечной. | 

Пространством [1 называют векторное пространство классов суммируе“ 
мых функций. Это — фактор-пространство векторного пространства „9 сум: 
мируемых функций по подпространству функций, почти всюду равных пулю, 
Поскольку интеграл суммируемой фупкции зависит только от ее класса, 
интеграл является формой, или функционалом, на пространстве /1, 

Если Е — интервал |0, 0[, то его мера $ — а является 
также интегралом от его характеристчческой фупк- 
ции. В общем случае говорят, что множество Ё 
измеримо, если измерима его характеристическия 


функция ор. Мерой множества Е, обозначаемой тез Ё, называют интеграл Ѓ фи. 


Мера множеств на Ё 
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Если фе суммируема, то Е называют суммируемым. Если Фр не суммируема,. 
то полагают теѕ Ё =-{- оо. 


Предложение 24. Мера (конечная или бесконечная) обведине- 
ния Е конечного или счетного числа множеств Е; не превосходит 


суммы их мер: теѕ Е < У теѕ Е, (ряд с членами > 0). 
ї 


Имеет место равенство шез Е = Ў) шез Еь если множества Еу 
ї 


попарно не имеют общих точек. 


ть Е — некот дмножество А, Я — веще- 
Пус Е оторое по оже 124 

Интеграл ственная или комилекспая функция, определенная. 
по множеству на Е. Говорят, что / суммируема на Ё, если функ- 


ция /о, равная / (х) для х ЄЕ и равная 0 для хФБ. 
суммируема па РА; интегралом от / по множеству Е называют число 


 лсдах = Г льсдах. (1,2; 7) 
Б Р 


Вот почему нет пеобходимости строить специальную теорию интеграла 
на конечном интервале (а, 6) перед теорией иптеграла на А, ведь первая 
является очевидным частным случаем второй. 


Известно, что если а < Ё, то обычно под [одах попимают интеграљ 


а 
2 


от / по иптервалу (а, 0), а если Ё < а, то под [лс 4х понимают число 
а 
а 


– } (х) ах, противоположное по знаку интегралу от Х по интервалу (а, 5). 
[4 


Если / определена на Р, то функция Гу есть не что иное, как / ор. 
причем 


Јод ах = Јо) е) ах. (1,2; 8) 
Ё р. 
Имеют место следующие оцепки: если т < {(х) < М [соответственно 
ЛО) < М] при хЕЁ, то 


ттеѕ Е < [лодах < Мше Б 
Е к 


ќ 
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[соответственно | Глсоах| < М тез Е] (оценки, которые представляют 
Е 


иитерес, только если теѕ Ё конечна). 
Если Е имеет меру пуль, то [лодах =0, какова бы пи была 7. 
Е 


Пусть (а, 5) — копечный интервал, х = (К) — непре» 
Замена переменных рывная функция с непрерывной производной # (у 
от переменного Ё на интервале «ЕВ. Пред: 
положим, что Ё (2) = а и (8) = Б. Тогда если Ў (х) — непрерывная функция 


па (а, 5), то, как известно, интеграл [сах можпо записать в виде 


лесу дао). 


Предположим, что 5 (7) монотонна. Тогда, если обозначить через 7 интервал 
(а, В) при а <В, или (В, а) при 8 <а, а через Х — интервал (а, Б) или 
(р, а) при а < 0 или ха соответственно, то, каковы бы пи были взаим- 
пые положения точек а ибихи В, будем иметь 


[лсдах = Г ЛЕСУ (0142. (,2;9) 
; М 


р 


(Предположим, ‘например, что а < В. Если Е — возрастающая, та Ви 


/= Г. = [: кроме того, # (#) 72-0 и, значит, 


напротив, & — убывающая, то ё < а, {=— Г. [= нео 
х а Т а 


Теперь можно высказать обобщение. 





(| == (6). Если же, 


Предложение 25. Пусть Т — некоторое множество на №, х = 
== (7) — непрерывная функция с непрерывной производной, онределен- 
ная на открытом множестве. содержащем Т, и пусть Х — множество, 
пробегаемое точкой х. когда Е пробегает Т. А 

Предположим, кроме того, что отображение 5 взаимно одно- 
значно на Т. 





!) Автор предполагает, что а $ (1) є, 0 при @% < р. — Прим. перев, 
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Тогда для того, чтобы (х) была суммируема на Х. необходимо 
а достаточно, чтобы Ў (Ё(Р)) |: (| была суммируема на Т, при этом 


одах = лее да (1, 2; 10) 
Хх Т 


Кратный интеграл — это некоторый функционал, ко- 
торый всякой суммируемой функции / от п пере- 
менных хү, Хо, ..., Л, ставит в соответствие неко- 
торое число, ее интеграл, обозпачаемое символами 


Кратный интеграл 


ГГ ... Јо хь 5. х) хуйх)... хь (1, 2; 11) 
р" 
или 
ГГ... Гл. или ГГ... Гл 
р" 
Обозначив через х точку с координатами ху, ..., х, В пространстве п 


измерений №” и положив ах == хуйх... ах, (4х часто называют элемен- 
том объема), мы можем рассматривать / как функцию, определенную на А”, 
и обозначать ее интеграл символом 


ГГ ... одах. | (1. 2; 12) 


Кратпый интеграл обладает свойствами, аналогичными свойствам одно- 
кратного интеграла. Мера множеств в А" есть, очевидно, объемная мера. 
Так, мерой параллелепипеда (который мы будем называть брусом). опреде- 
ленного неравенствами а. < х, < В,, [=1,2,..., п, является число 


П 0, — а). (1, 2; 13) 


у= | 


Если / (х) на этом брусе заключена между т и М, то ее интеграл по 
брусу заключен между 


пто, а) и МПС, – а). (1, 2; 14) 
ут | 2=1 


Кривая, поверхность или подмногообразие размерности & < в — 1 имеют 
меру нуль, если они достаточио регулярны (например, если в каждой своей 
точке они обладают линейным касательным подмногообразием, меняющимся 
непрерывно}; это дает простые примеры несчетных множеств меры нуль. 
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ре 


Правило, данное для одного переменного, обобщается 


Замена переменных следующим образом. 
в кратных 


интегралах Предложение 26. Пусть Т — подмно- 
жество в №"; х — (2) — отображение Т в Р", 
ладанное п функциями х;—=Е (8, ..., В), [=12,..., п. Пусть функ- 


ции =, определены, непрерывны и имеют непрерывные частные произ- 
водные первого порядка на некотором открытом множестве из А", 
годержащем Т. Предположим, кроме того, что отображение + 
вчаимнооднозначно на Т. Обозначим через (= (®,. А 11) якобиин 


отображения 5, т. е. определитель, составленный из зр" Тогда для 


того, чтобы ў (х) была суммируемой на множестве Х, пробегаемом 
точкой х, когда і пробегает Т, необходимо и достаточно, чтобы 
[(Е(6))17(®|[ была суммируема на Т, при этом 


. [сх Хх» ..., Х,) ах! 4х. ... ах = 


= [| ... лее, о) а БА +. ВУХ 
, т 











ху, ..., ав... ав. (1, 2; 15 
05 0, 08, 
Ор 0 7 о 
05, 08 0°, 

ДЕ, 0 Б) | д 77 0 (1, 2; 16) 
СЯ СА КІЗ 
ТӘ 9 `` 01, 


Пример. На плоскости А? положим х = ғ соѕ 0, у = ғѕїп д. Пусть 
Х -= Б. За Т примем множество значений 0 < к, 0 < 0 < 29, дополненное 
элементом г = 0, 0 = 0, так, чтобы отображение (г, 0) —>(х, у) было взаимио 
одпозначпым на Г. Здесь 
соѕ50 — гѕіп 0 


У(г, 0) == (1, 2; 17) 








ѕіп 0 гсоѕ0| — 


(Следовательно, для того чтобы / (х, У) была суммируема на А?, „необходимо 
и достаточно, чтобы / (7 соѕ б, ғѕіп б) г была суммируема на Т, ‘при этом 


Ге. уахау= | | 7 (т соѕ 9, л5їп Ө) гага9. (1, 2; 18) 
2 Т 


3$ Л. Шварц 
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Интеграл ГГ можно заменить интегралом по множеству 9 < г, 0 2 6 < 
Т 


< 2т, которое в плоскости с декартовыми координатами г, 0 представляет 
собой полуполосу ширины 2я. параллельную оси г. Это сводится к добавле- 
нию к множеству Г множества г > 0, 0 =—2%, и множества г = 0, 0 < 0 $ 
._ 2, которые представляют собой полупрямую и отрезок прямой на пло- 
скости (г, 6) и, следовательно, являются множествами меры нуль. 

Пусть (х, у) — непрерывная функция двух пере- 


Вычисление двойного уенңых х и у на брусе а хода’, Ву СР. 


интеграла р 
послав ими При любом фиксированиом х функция у > (х, У) 
однократными является непрерывной функцией одного перемеп- 
интегрированиями. ного у, следовательно. ее можио проинтегрировать 
Георема 


по интервалу (6, Ё”). Полученный интеграл /(х) за- 
висит от х и является, стало быть, функцией х, 
определенной в интервале (а. а’). Тогда имеем 


Фубини — Лебега 
Предложение 27. Если } непрерывна приа {х за, В <у 20, 
. 6" 
то интеграл го) = | у(х, у) ау будет непрерывной функцией от х 
ь 


а’ 
винте рвалеа 2х < а. Его интеграл Јтодах есть не что иное, как 


и 


ГГ е. уахау. 


< 


Таким образом, имеем 


Г] ле. зах = Г 


х а 
И 


. . 


5’ р а 
ах | ло. уду= | ау | о зах. 
(4 (4 а 


АЛ 
А 


а 
6 


№ 


д 


(1, 2; 19) 


Мы собираемся обобщить это предложение на случай, когда ў не обя- 
зательно иепрерывна и когда брус заменен самой А?. 


Предложение 28. Если Ј (х, у) суммируема на №?, то функция 
у->/(х, у) при фиксированном х является суммируемой по у всюду, 
кроме некоторых исключительных значений х, которые образуют 
множество меры нуль. 
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Величина 1 (х) = Гус. у) ду является, стало быть, функцией 


оте х, определенной почти · всюду. Она суммируема и ее интеграл 
а 


Гида есть не что иное, как 1А] у(х, у)ӣх йу. Таким образом, 


о 


имеем 
Г [лс уахау— [= Гус у) ау = Ге Гус у) ах. (1, 2; 20) 
Г -5 во 


Замечания. 1) Если /(х, у) не является суммируемой, то может слу- 
читься, что одно из двух выражений 


Ге Гло эа, Је Гле уак т) 


оо -о 


пмеет смысл, а другое не имеет смысла; .может даже случиться, что каждое 
из пих имеет смысл, но что эти значения различиы. 


Пример. 
т 
КЫС сту 1. 
(1, 2; 22) 
У у т 
[о е. 


2) Нельзя надеяться, что / (х, у) будет суммируемой по у при нсех 
впачениях х. В самом деле, функцію (х, у) можно видоизменить на вер- 
тикали х == а произвольным сбразом, не парушив ее суммируемости, по- 
скольку прямая х == а является множеством меры нуль на илсскости А?. 

Это позволяет взять в качестве функции у—> / (а, у) произвольную 
функцию от у, следовательно, нет никакой причины, заставляющей ее быть 
суммируемой по у. Однако множество значений х, при которых подобное 
обстоятельство может возникиуть, имеет меру пуль, функция /(х) определена 
ночти всюду, а только это и имеет значение. См. пример, формула (1, 2; 61). 

3) Теорему Фубини следует сравнить с теоремой о суммировании пачками 
н теории суммируемых рядов. Но известно, что эта теорема допускает обра- 
шепке в случае рядов с членами >20. То же самое имеет место и здесь: 


3* 


36 Гл. 1. Дополнения к интегральному исчислению 


Предложение 29. Пусть (х, у) 22:0 (Ў всегда предполагается 
измеримой). Пусть функция у>} (х. у) при фиксированном х сум- 
мируема по у всюду, кроме некоторых значений х, образующих мно- 


жество меры нуль, и пусть функция 10) ло. у) ау. определен- 


О — со 


ная таким образом почти всюду, суммируема по х. Тогда } (х, у) 
суммируема и 


Гоа [| [ ге. у) ах ау. (1, 2; 23) 
— со р? 


Иначе говоря, в случае функции / (х, у) 2:0 три всегда определенных (ко- 
нечных или равных -|- оо) интеграла | 


[уло уахау, Г ах Гле. у)ау и ІС Гле. у) ах 
г со — со 


= оо 


(1, 2; 24) 
всегда принимают одио и то же зпачение. 


Вывод. Если функция ў такова, что один из интегралов (1, 2; 24), 
составленный для |{| или для некоторой мажоранты в >| |. ко- 
нечен, то все три интеграла (1, 2; 24), составленные для ү, имеют 
смысл и равны. 


В самом деле, | / | суммируем и значит суммируема также /. 
Теорему Фубипи, естественио, можно применять к интегралам типа 


Гре у) х ау, где Е — некоторое множество в А?, при условии, что / 
суммируема па Ё или что > 
Здесь нет никакой новой  коремы, поскольку это сводится к вычисле- 
нию интеграла Геле, у)ӣх ау, где јо — функция, определенная на Ё и 
Га 


продолженная нулем при хЁЕ. Пусть Е(х) — „сечение Е“ вертикалью 
с абсциссой х, т. е. множество точек у, таких, что (х, у) Є Е. Тогда имеем 


Ге у) ах ау = Г а Гус, у) у. (1, 2; 25) 


оо Е(х) 


Пример. Первообразная лорядка п и остаточный член в формуле 
Тейлора. 
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Для нелрерывпой функции } одного перемениого вычислим интеграл 


х 5 
Ја [ 50а (1, 2; 26) 
0 0 
Это — вторая первообразная для ў, обращающаяся в нуль при х = 0 вместе 
:0 своей первой производной. 

Предположим. сначала, что & > 0. Интеграл записывается в виде 


утоа 45, где Е —- множество точек (Ё, Ё), удовлетворяющих неравеп- 


ствам О <. к, 0 #58. Этот иптеграл можно, стало быть, записать также 
и виде 
х 


х х 
Ја [ов адра. (1, 2; 27) 
0 [а 0 ` 
Он выражается, таким образом, через однократный интеграл. Легко видеть, 
что это верно также и при х < 0. 

В общем случае п-я первообразная непрерывной функции { одного пере- 
менпого, обращающаяся в нуль при х = 0 вместе со своими производными 
порядка хп — 1, записывается в виде 


Г. а... | Р). (1, 2; 28) 


Легко показать по индукции, что этот интеграл выражается через одно- 
кратный интеграл 


(п — 


В самом деле, это верно при и = 1. Предположим, что это верно при 
п т— 1, и докажем это утверждение для п = т. Интеграл (1, 2; 28) за- 
нисывается тогда в виде 


[ (= А 0а. (1, 2; 29) 
0 





Ге. ыы 092 вав. 0.2; 30) 
Обращая порядок интегрирования, как в формулах (1, 2; 26—27), получаем 
х х х 
(9—0 Гм! ., 
[ле | тэ & = 17094 (1,92; 31) 
і 0 
Ҷ. ит. д. 
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Пусть теперь / — непрерывная функция одного переменного, имеющая 
непрерывные производные до порядка п-- 1 включительно. Интеграл 


х— 
Г 0 езуд | (1,2; 32) 
: . 
является функцией х первообразной п 4- 1-го порядка для /"''), обращающейся 
В нуль в начале координат вместе со своими производными порядка е п. 


у 


Тогда функция /, которая также является и | 1-й первообразной для ур", 
получается прибавлением к этому интегралу полинома степени 3 п, у кото- 
рого производные порядка < п при х == 0 совпадают с производными /. 
В силу формулы Тейлора для нолиномов этот полином имеет вид 


сЕ 
у 0 =. (1, 2; 33) 
у= 0 
Таким образом, имеем 
х 
(у) __ п А 
рб) = уго 9 о ое. (1,2; 34) 
— 0 


Это — формула Тейлора для функций с остаточным членом, записанным 
в интегральной форме. Если и | 1-я производная функции ў в интервале 
(0, х) мажорируется по модулю постоянной М, то остаточный член не пре- 
восходит величины 


х п п+і 
[шим [27 | 
0 ` 0 


паі 
у |1 121 (1, 2; 35) 


«+01 





это — классическая оценка остаточного члена в формуле Тейлора. 


Обобщение на кратные ГИГ 
интегралы Тройной интеграл (к, у, 2)ахауаг, если ў 
Юз 


произвольного 
порядка суммируема или если / >>. 0, можно вычислить по- 
средством трех однократных последовательных интегрирований: 


Ге [9 Гле. у, 2) 42. (1, 2; 56) 


—со 


ц 
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При фиксированных х и у интеграл по 2 имеет смысл всюду, кроме неко» 
торых исключительных значений (х, у), образующих мпожество меры нуль 


[5,9] 
в пространстве А52. Таким образом. интеграл /(х, у) == єл. у, 2)42 
- 0 
определен почти всюду. Он суммируем по (х, у), и обычный метод состои” 
в том, чтобы вычислить его двойной интеграл Јес. у) ах ау лвумя после» 
Р? 
довательными интегрированиями. Но тройной интеграл можно записать также 
в виде 


р | Г [ахау Г. у; 2) ах. (1, 2; 37) 


Р? 


Можно было бы также произвести сначала двойное интегрирование, а затем 
однократное: 


Гах [е у. дауа2 ит. п.... (1, 2; 38) 
—х р? 
Предложение 30. Если функция } (ху. .... х,) является произ- 


ведением }, (ху)... Ў, (х,) Функций. ‘зависящих только от одного пере- 
менного, ни одна из которых не обращается почти всюду в нуль. 
то для того, чтобы } (ху. .... х,) была суммируемой, необходимо 
и достаточно, чтобы каждая из функций ў; (х,) была суммируемой, 
при этом интеграл от ў равен произведению интегралов от ў: 


ГГ єл) о) Рб) ахуйх ... „= И ( е. с) ах, 
р" 


у=] \ —–оо 


Это очевидно, если Ј — суммируема и если применить теорему Фубиии. 
Однако нет необходимости с самого начала предполагать суммируемость /. 
Если каждая из функций },(х,) суммируема, то суммируема каждая из функ- 
ций [у (х). но поскольку эти функции 20, мы имеем право заключить 
отсюда. что [| суммируем и, стало быть, суммируема #1). 





1) Ср. с предложением 11. — Прим. перев. 
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Использование Пусть надо вычислить интеграл Геле, у) ах ау, 
интегралов , 


по сферам 
фер где / предполагается суммируемой или >>, 0. Заменой 
переменных этот интеграл всегда можно переписать в виде 


Гус сов, гіп 8) ғаға. (1, 2; 39) 


0< 7 
0<09 < 27 


Этот двойной интеграл можно вычислить двумя последовательными однократ- 
ными интегрированиями: 


оо 2= 


Га | У (г соѕ 0, гзп д) г 20. (1, 2; 40) 
0 0 


Заметим, что г 40 = 4$ — элемент длины окружиости радиуса г. 

Эту формулу можно распространить на пространство И измерений, лопу- 
стив существование интегралов по сферам с центром О по (и — 1-мерной) 
площадке 45 и допустив, что такой интеграл обладает свойствами, анало- 
ичными свойствам однократных или многократных иитегралов. Таким образом: 


Предложение 31. Пусть у (х1, .... х,) — некоторая функция п 
переменных, суммируемая или >.0. Обозначим через Г(г) интеграл 
ГГ.. ‚ [10а функции ѓ по сфере с центром О радиуса г по 


поверхностной мере 15. Г(г) будет определен для тех значений г, 
для которых ў суммируема по 15 по сфере радиуса г И (г) определен, 
стало быть, для почти всех значений г. если } суммируема]; инте- 
грал [(г) будет также определен (конечен или равен -|- оо) для всех 
значений г, если } 2.0. При этом имеет место формула 


ГГ.. ‚ловя оа [« Г Ја (1,2; 41) 


у х} =? 


(все эти величины конечны, если ў суммируема по КЮ", и конечны и 7,0 
или равны -- оо, если } 20). 


Частный случай. Предположим, что } является функцией перемен- 


ного г= У № х; Р(х 50 х) = 700). Тогда интеграл ГГ ... [ лаз 
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равен 5 (г) (7), где через 5(г) обозначена площадь сферы радиуса г. 
Из соображений однородности 


5 (0) = 5,7%], (1,2; 42) 


где 5, — площадь сферы единичного радиуса в К”. 
Итак, 


Предложение 32. Пусть Ў — функция. определенная на №" 


1..2 
и зависящая только от уу хі==ғ. Для того чтобы ў была сумми- 
руемой на В", необходимо и достаточно, чтобы }(г)г”"-1 была сумми: 
руемой на (0, оо). При этом 





ГГ ... [ло х. х) хуйх... ах, 5, | уттан, (1, 2; 43} 
. 0 


Замечания. 1) В противоположность теореме Фубини нет необхо» 
лимости предполагать с самого начала, что ў суммируема на Ю”. В самом 
леле, если /(7)г”-! суммируема на (0, -- оо), то |7 (г)|г7-1 также сумми« 
руема па (9, со) и, поскольку речь идет о функции 7>, 0, отсюда вытекает, 
что ||. а стало быть, и / суммируемы на А“. 

2) Эта формула сводит кратные интегралы, в которых фигурируют только 
фупкции от г, к однократным интегралам, при условии, что площадь $. 
известна. Но 5, ==2%, 5$. ==4т. Легко проверить, что для того, чтобы фор: 
мула была всегда справедливой, следует положить $, == 2. В дальнейшем мы 
вычислим 5, для всех значений п [гл. УШ, формула (ҰШ, 1; 24). 

Отметим сразу же, что объем шара с центром О радиуса Ю равен 


в.) = | |... Јак... ах, 5, алаг (1, 2; 44) 
УУ < 0 
В, (В) = 5,8. (1, 2:45) 
Пример: | 
В,(В) = 2т · 5 = «А, 
(1, 2; 46} 


Б 4 
В. (В) = 4. = 9А? 
и также 


В (8) = 2. В = 28. 
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Предложение 33. Интеграл 


Г... ре (1.2; 47) 


7>1 
конечен при а > п и бесконечен при а: п; интеграл 


Г. Е 862 х, Е (1, 2; 48) 


конечен при а < п и весконенон при а >п. 
В самом деле, эти интегралы записываются в виде 


оо 1 
5, [| и"-1-* аг; 5, иле. (1,2; 49) 


Пример. Ньютонов потенциал однородного электрического за- 
ряда плотности р, распределенного по шару радиуса К. 


е 

Поле в точке, находящейся на расстоянии г от заряда е, равно —7 

и направлено пэ радиусу-вектору. Положительным мы считаем паправление 
самого радиуса-вектора (т. е. поле, отталкивающее при е >. 0). Таким обра- 


е 
зом, потенциал, создаваемый зарядом е на расстоянии г, равен —--С; 


постоянную С определяют из требования, что потенциал на бесконечности 
равен нулю, отсюда С =0. 

Тогда потенциал в точке а, создаваемый зарядом произвольной плот- 
ности р (х), является суммой потенциалов, создаваемых элементарными заря- 
лами в (х)ах; таким образом, по определению, 


— в (х) ах. 5 
И (а) = т г (1,2; 50) 
Применим эту формулу к случаю, когда плотность равна постоянной р 


в щаре радиуса А, и равна 0 вне этого шара, а точка а находится в центре 
шара, который мы примем за начало координат: 


ЛИИ 


5а аа. ре Опр. (1,2; 51) 


Получим эту формулу другим способом, используя закоп Ньютона для при- 
тяжения сферических слоев. 
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В точке, внешней по отношению к шару, находящейся на расстоянии г 
от центра, поле такое же, как если бы весь заряд был скопцентрирован 
в центре щара: 


Н(ғ == АЗ №. г В; (Т, 2; 52) 


оно направлено по радиусу-вектору и считается положительным в направле- 
нии радиуса-вектора. Отсюда выводится потенциал на расстоянии ғ >. № от О: 


О) = ЗАЗ 0-С = 4 АЗ, (1, 2; 53) 


ибо О (оо) должно равняться нулю. 

В точке, находящейся на расстоянии г < А от О, играют роль только 
заряды, находящиеся на расстоянии гот О, и поле — такое же, как 
если бы все заряды были сконцентрированы в центре щара: 


Н (0) = 4 ати (1, 2; 54) 


положительным считается направление радиуса-вектора. 
Соответствующий потенциал на расстоянии г < Ю от О равен 


О (к) = тр, СЮ. (1,2; 55) 


Мы определим константу С.. записав, что {/ (5) равно уже найденной вели- 
чине [см. формулу (1, 2; 53)[: 


— на Ар + С. == ть, (1, 2; 56) 
откуда . 
С, = 2, (1, 2; 57) 
что дает для формулы (1, 2; 55) 
Он) = 5 кир + 258. г В. (1, 2; 58) 
Теперь достаточно положить ғ = 0, чтобы вновь получить 
О (0) = 282% (1, 2; 59) 
— формулу, совпадающую с (1, 2; 51). 
Различные замечания | » 
1) Напомним, что Н = — ортаа / и, значит, 


Н (п) = — =. (1, 2; 60) 
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Для проверки (чтобы избежать ошибок в знаке!) используйте то, что поле 
сегда направлено в сторону убывания потенциала. 

2) Интеграл (1, 2; 50) суммируем, коль скоро } (х) ограничена и равна 
гулю вне ограниченного множества, ибо этот интеграл мажорируется с точ- 


юстью до множителя интегралом Гр. тем самым мы имеем (предло- 
ето 
кение 33) случай а = 1 < 3. 

Предположим, что интеграл (1, 2; 51) вычисляется по теореме Фубипи 
вычисление, рекомендуемое с целью проверки). Обозначив через 5, у, © коор- 
іинаты х Є АЗ, имеем 

УВ: А 
. о0=ь [аат | 6——. (1,2; 61) 


22 а | 72. 
22412 < К? - Ир 12 У: + + 


Три фиксированных & и ғ интеграл по С наверняка суммируем, за исключе- 
мем случая (5, 7) = (0, 0). В этом случае оп сводится к интегралу 


в СА 
оо. (1,2; 62) 
_в 


Мы обнаруживаем обстоятельство, отмеченное в связи с теоремой Фубини 
предложение 28, замечание 2). Здесь функция 
УР 

4 


6 0 Гора 
Ы [ 


82—02 12 


›пределена всюду (при ?- т? < А? она определяется этой формулой, при 
2-72 >. Ю? ее следует положить равной 0), кроме точки (Е, 7) == (0, 0). 

3) Формула (І, 2; 60) справедлива только, если / (7) является функцией, 
эпределенной и непрерывной при г >> 0. Это имеет здесь место в силу фор- 
аул (1, 2; 52) и (1, 2; 54). Это позволяет с самого начала утверждать. что И (ғ) 
вляется пспрерывной функцией от г, имеющей непрерывную первую пронз- 
зодную. Именно этот факт оправдывает приравнивание при г = № двух фуик- 
ций (ғ), найденных для г >В иго А. 

Если Н (г) определена только для почти всех значений г и суммируема 
0 г на любом конечном интервале, то формула (Т, 2; 60) становится неточ- 
юй и должна быть заменена формулой 


О) О) [ Наг . (1.2; 63) 
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и О(г) снова оказывается непрерывной функцией г (см. пиже предложе- 
пие 34). 

В общем случае можно показать, что если р(х) ограничена и равна 
нулю вне некоторого ограниченного множества, то (О (а), определяемая 
по формуле (1, 2; 50), является непрерывной функцией от а с непрерывными 
частными производными первого порядка [см. стр. 63]. 

Предложение 34. (Лебег.) Пусть (х) — функ- 
ция вещественного переменного х, определенная 


х Неопределенный почти всюду и суммируемая в конечном или 


интеграл 
как функция бесконечном интервале (а, В). Тогда неопреде- 
своего верхнего і 

предела ленный интеграл Ех) = [0 а: является не- 


а 
прерывной функцией при хЕ(а, Б), имеющей для почти всех значе- 
ний х производную, равную { (х). 


Замечание. Нельзя надеяться, что Р(х) имеет всюду производную, 
равную /(х), ибо если изменить /(х) на множества меры нуль, то это 
не изменит интеграла Р. В точках х (образующих множество меры нуль), 
где не выполняется равенство Р’(х) == ў (х), функция Е может иметь про- 
изводную, отличную от / (х), или же вовсе не иметь никакой производной, 


2. Несобственные условно сходящиеся интегралы Лебега. Пусть 
(а, Б) — некоторый интервал, конечный или бесконечный, вещественной пря» 
мой, и пусть / — функция, суммируемая на (а, № — є) при любом => 0. 
Независимо от того, будет ли она суммируемой на (а, 2), может оказатьси, 
ре ` 
что иптеграл [ ў (х)ӣх имеет предел при #-> 0; тогда говорят, что инте- 
а 
> 
грал от Г по (а, б) сходится и обозначают его символом [ лолах (нл 


а 
ь 


символом [ло ах. как и интеграл суммируемой фупкции), 
а 
>65 
Если || |7 (*)|4х сходится, то интеграл от / называется абсолютно схо- 
а 
дящимся на (а, ё). В этом случае ў является суммируемой па (а, 2), и на» 
оборот; в противном случае интеграл от { называется условно сходящимся, 
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(1 >ь 
То же самое определение дается для интегралов [усдах и Г 7<)ах 


(последний имеет смысл, если для некоторого с между а ир каждый из инте- 
с >» 0 
гралов Г И Г имеет смысл). 
>а с 


Пусть при х > а функция } (х) равна произ- 

ведению а(х) 8 (х), где а(х) - – положительная убы- 

Теорема Абеля вающая функция, стремящаяся к 9 при х > оо, 
3(х) — непрерывна. и пусть величины 


а 
бе, а= | 80) ах (1, 2; 64) 
с 
не превосходят по модулю фиксированной постоянной в. Тогда инте- 
> оо >-> 
грал [ }(х)ӣх сходится, а его „остаток“ Г /(х)ах не превосхо- 
дит по модулю величины А 
са (А). (1, 2; 65) 


Мы ограничимся доказательством теоремы для случая, когда а(х) непре- 
рывна и дифференцируема и, стало быть, имеет производную а’ + 0. 
Функция ба, х является первообразной для 8(х) и можно произвести 
интегрирование по частям 
В В В 


х= В 
[ок ах = (а, ха (х) 2 — [ ва, ха (х) ах = оа, ва(В) — [ са, ха’ (х)йх. 
а а а 
(1, 2; 66) 
При В оо величина с, в ограничена константой о, а а (В) >» 0, по- 
этому первый член в правой части стремится к нулю. Остается показать, 


что второй, интегральный, член имеет предел при В -» оо, т. с. что инте- 
> + 


грал [ са, х2 (х) їх сходится. Но ведь этот интеграл сходится даже абсо- 


дотно. ибо [в.а (х) ооа (х) [и 


В В 
Па о) ах = — “дах = (а) —а(В)->а(а) (1,9; 67) 
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>> 
при В >» оо. Таким образом, интеграл [ Ј(х)ӣх наверняка имеет смысл и, 


а 
кроме того, 


>20 > +00 
[ у (<) ах га! оа 1: 16 0) 4х < за (а). (1, 2; 68) 
а а 
> -- со 
Та же самая оценка, примененная к [ Г(х)ах, дает ва (А). 
А 
Ч. ит. д, 
«Примеры. Григономет рические интегралы. Интеграл 
. —>-: о 
. [ а(х) еі ах (1,2; 69) 


а 


имеет смысл при вещественном А - 0, если функция 2 (х) >, 0, убывает н 
стремится к 0 при х > оо. 


Бх еђа — ес 2 
В самом деле, здесь 8 (х) = е‘, ба, 9 тт: При 
тех же самых предположениях об а(х) сходятся и интегралы 
+00 >» гоо 
[ а(х) созАх ах, [ а (х)ѕіплх ах. (1,2; 70) 
а а 


Кроме того, второй из них имеет смысл и при А = 0, потому что он при 


этом просто равен нулю. Если а(х) не суммируема, то эти интегралы ие 
схолятся абсолютно. 


Рассмотрим, например, интегралы 





= нх + " > тоо " 
е“ СОѕЅ АХ іп Ах 
== —ах, С = — ах, 5== ах. 1, 2; 71 
] Ух 0 Ух | Ух. 


Они сходятся при А = 0. Произведем замену переменного х = # (она дозво- 
в . 


йена па конечном интервале, т. е. для Г. откуда, переходя к пределу, 
0 
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= +оо 
получаем, что она законна и для [ ). Отсюда мы заключаем, что интегралы 


0 
+оо +00 —-+ 00 


= | еа, <=| соза, 5-= | зіла (1.9; 79) 
0 0 0 
являются условно сходящимися (песмотря на то, что |е | = 1). 


Эти интегралы суть интегралы Френеля; можно показать, что 


оо >55 


ит 
[ соз 201 | віп 15. 
. 2у5 
д 0 
Пусть ў — функция, определенная при оа < х < 6, 
Главное значение суммируемая па (а, с—® и на (се, Б) при 


любом = >> 0, по не обязательно суммируемая на (а, 2). 
й 


Обычно считают, что интеграл [лод ах имеет смысл, если каждый из ипте- 


а 


эс Ь 
гралов [ о)ах и [1 ах имеет смысл. Это сводится к утверждению, 
а с 
с- ь 
что сумма [ —- [ имсет предел, когда 7 и = стремятся к 0 независимо 
а С-Е 


друг от друга. 

Может оказаться, что такой предел пе сушествует, но что существует 
предел, когда ў = =, ғ > 0. В этом случае говорят, что интеграл от } схо- 
дится в смысле главного значения по Коши, и записывают 

ЕС: с Ь 
ур Г) ах = іт [+ [ 1). 
а а Є 


е0 
+= 


Предложение 35. Для того чтобы существовал интеграл 
ь 


ур [ Л) ах, необходимо и достаточно, чтобы функция } равнялась 
а 


в окрестности точки х=е сумме антисимметрической функции 








') Символ ур от французского уаеиг рипара!е — главное значение. — Прим. 
перев. у 
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ЛО (ч =-— ру (с и) и такой симметрической функции 
2 (ое и) = Ў, (с — и)), для которой интеграл [льдах существует. 
ЕА 


При с = 0 вместо „симметрическая“ и „антисимметрическая“ употребляют 
термины „четная“ и „печетная“. 

Заменой переменного х —=с--и всегда можно прийти к этому случаю, 
поэтому мы предположим, что с = 0. Всякую функцию 7 в окрестности 
точки х = 0 можпо однозначио представить в виде суммы четной и нечетной 
функций: 


ро) ОС ЛОИС Юр (дуе јок). (2:73) 


Поскольку Ју нечетна, ее интегралы по симметричным интервалам сокра- 


щаются; поэтому если а выбрано так, что а < — 1 < 0 < а Ф Б, то 
[ ло)ах + | Л (х)йх = 0. (1,2; 74) 


Таким образсм, сходимость в смысле ур на (а, 6), или, что то же самое, 
на (— а, а), для { совпадает со сходимостью для Хо. Кроме того, ввиду 
четности о 


љо ах-- | о) ах 2 | о)ах, (1. 2;75) 


так что интеграл от У в смысле ур существует тогда и только тогда, когда 
а 


существует интеграл [ЕЁ (х) ах. 
>0 
Пример. Предположим, что ў допускает в окрестности точки х == с 
асимитотическое представление: 


С 
х—с 





ро) = 21. са (0) 4 ... 


антисимме- 





Тогда интеграл от / существует в смысле ур, поскольку 


трична. Пусть (более общий случай) = ®, где ф(х) пепрерывиа 


Хх — 


в окрестности точки х =с и дифференцируема в точке х = с. Тогда 


4 Л. Шварц 
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ур-интеграл от Ў существует, ибо 
о АЧИ $ (©). 9—0, 
х—с х— с 
где первая функция антисимметрична, а вторая ограничена в окрестности х = с. 
Точно так же существует понятие главпого значения для иптервала 
(09, -- оо). Если Ў суммируема во всяком копечпом интервале, то 


Гоа в смысле ур определястся как предел в, [лодак Для того 


- 0 

чтобы подобное главпое значение существовало, сб имо и достаточио, 
чтобы ==  --{2. где ғу нечетна, а ў, четна и такова, что интеграл 
> -© 


Г Р(х) ах существует, 
0 


Легко вычислить следующие интегралы: 


8. 
а 








‚ при условии, что е 2 0, № = 0. (І, 2; 76) 


у] 45 = — 0 (нечетная функция). (1, 2; 77) 


$ 3. Функции, представимые рядами и интегралами 
1. Функции, представимые рядами. Пусть д и; (х) — некоторый ряд, 


суммируемый при всех зпачениях некоторого параметра х, пробегающего 
множество Е (и, (х) — комплексное число при всех і и всех х). Тогда его 
сумма є (х) будет комплекспозначной функцией от х. Как зависят свойства 
функции (х) (непрерывность, дифферепцируемость, интегрируемость) 
от свойств членов ряда и, (х)? 

оо 


| 
Та же задача возникает, если Ха, (х) есть ряд, у которого мпожество 
пт (0 


индексов представляет собой множество № целых чисел >> 0. 

Ряд предполагается сходящимся при х6 Ё. 

Наконец» пусть /, (х) — последовательность комплекснозпачных функ- 
ций, и пусть при любом х Є Е последовательность /,(х) имеет предел при 
п —> хо. Можно также изучать зависимость свойств этого предела ў (х) = 

т 7, (х) от свойств члепов последовательности /,,. 


п эсо . 
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Последовательпость ў, (х) называется просто схо- 
Простая дящейся к (х) при и ос, если для лю- 
и равномерная бого фиксированного х числовая последователь- 
сходимость 
ность /, (х) сходится при п -> 20 к числу (х). 
Это сводится к утверждению, что при фиксированном х и при заданном є > 0 
зуществует такое №, что при в >> А выполняется неравенство | 7, (х) — ў (х) |. 
Это число № зависит От ёе и от х; вот почему мы будем записывать его 
хак № (е, х). 
Последовательность ў, (х) называется равномерно сходящейся к | (х) 
при хЄ Е, если для любого данного є >> 0 существует целое число М (е), 
независящее от х и такое, что при п» № выполняется неравенство 
| (х) -— 7, (х) | <=. каково бы ни было хЄЕ. 
Введем понятие расстояния между двумя числовыми функциями } и д, 
определешыми па множестве Е: 


а (у, 8) = зир И) — 8 4 оо. (1,3; 1) 


Отметим, что для любых трех функций Г. 2, № выполняется неравенство 
а(ў. г) а, + а, е) (неравенство треугольника). 

Последовательность /, равномерно сходится к { при й оо, если 
а(у. у.) стремится к 0 при и > 20; равпомерная сходимость последователь- 
ности фупкций сводится таким образом к сходимости к нулю последова- 
тельности чисел 4 (У, 7). 


Примеры. А. /, (х) = х", 0 2х < 1; 


І. О при х= 1, 
Пт Ја (х) = при х1; (1, 3; 2) 
хб при х1, 
| (х) — Р, О) = 0 при х—=1: (1, 3; 3) 
| |Р) — 7. (0) <= при піхв, (1, 3; 4) 
откуда 
: вал) 18 (№). -, 
Е" 10 1809) * пи Хә, 


и, значит, сходимость не является равномерной при 0 < х < 1. Она перавно- 
мерна и при О < х < 1 [но она равномерна при 0. 0, 20, ибо 


сх 1 
в этом случае имеем | / (х) — /,(х)| < е при КЕЗИ она (величина, не 
. А > 


4* ` 
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зависящая от х)|. Впрочем, 4(7 (х), }„(х))=1. 
В. Г) = тр (1,3; 5) 


1 
— сдвиг фиксировапной функции Е при сдвиге х—х-- п. 


Последовательность /„(х) сходится к 0 при п > оо равномерно, если х 
пробегает конечный интервал (2; 5), ибо при достаточно большом й 


Еве, 


где правая часть стремится к 0 при и > со; /„(х) стремится равномерно к 0 
даже на любой полупрямой (— оо, 5). 





Рис. 1, 1. Кривая у= 


1 
17° 


Н 
Но она не стремится равномерно к 0 на всей вещественной оси, ибо 
407). 0)= 1. 
со 


С. Ряд У и „(х) сходится равномерно при х Є Е, если частные суммы $5, (х) 
п=0 


сходятся равномерно к его сумме $(х) при л > оо; или, ипаче, если 
остаток Ё, (х) сходится равномерно к 0 при и > оо; или, еще иначе, если 
а, = (Р(х), 0) = ѕир |, (х)| —>0 при п со. 

хЕЕ 


р. Ряд У, и, (х) равпомерно суммируем при х СЁ, если для любого = > 0 
ЄТ 


существует конечное множество / значений иидекса, зависящее от в, по 
пе зависящее от х, такое, что для любого, конечного или бесконечного, Ж, 
содержащего Ј, выполняется неравенство |5 х (х) — $ (х)| < е при любом х ЕЁ. 

Е. Пусть Ј, (х) — функция от х, зависящая от параметра №, который мы 
будем считать, например, вещественным. Говорят, что /, (х) сходится равно- 
мерно к Л, (х) при А>, для хЕЁ, если а (У, (х), Ли, (*)) стремится к 0 
при А А. 
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Предложение 36. (Критерий Коши.) Для того чтобы последова“ 
тельность |, (х) комплекснозначных функций, определенных на мно- 
жестве Е, равномерно сходилась к некоторому пределу при п > оо, 
необходимо и достаточно, чтобы числа 4, „== й(},„ (х), Ў, (х)) стре- 
мились к нулю, когда т и п стремятся к оо. Для того чтобы ряд 
со 


а 
У и,(х) сходился равномерно, необходимо и достаточно, чтобы 
п=0 


числа й, „= (5, (х), 5,(х)) стремились к нулю при т и п» оо (и, 
стало быть, необходимо, чтобы общий член и„(х) стремился к 09 


равномерно по ХЕЕ при п 25). Для того чтобы ряд 2, и; (х) был 


равномерно суммируем, необходимо и достаточно, ‘чтобы 9-я 
любого => 0 существовало конечное множество индексов Ј, зависящей 
от ев, но не зависящее от х, такое, что для любого множества 
индексов К. не имеющего общих элементов с У, при любом х выпол- 
няется неравенство |$к(Х)| < 
Мы дадим доказательство только для последовательности /„(х). Случий 
со 


ряда У и, (х) сразу же выводится отсюда, если положить /,„(х) = $, (х); 
п=0 . 


ы 
случай ряда Ў) и, (х) мы рекомендуем читателю в качестве упражнения. 
121 


1) Предположим, что последовательпость ў, равпомерно сходится к /. 
Для данного = существует такое М№ (=), что при и >. № выполняется пера» 


вепство 4 (/„. Г) <>. Тогда при т >>. № и и >. М будем иметь 4 (1, Гм): 19у. 


а. 1) <. откуда а Г) <А, Г) Ба, 1) «е и, значит, 
а (Фи. Г.) 0 при ти п > оо. 


2) Предположим теперь, что Ит 4(7,,, /,) = 0. При данном > 0) 
т, поо 


существует такое М (е), что при т >. №, й 52 № и при любом х ЄЕ выпол» 
иястся неравенство | /,„ (х) —- /,(х)| <=. Но при фиксированном х после- 
довательность чисел /, (х) является последовательностью Коши, поскольку 
Р. 00) — Г, (0) == 0 при т, п > со. Поэтому, как известно, она сходится 
к некоторому пределу. Этот предел зависит от точки х, которая была 
фиксировапа, и является, таким образом, некоторой функцией / (х). Но из 
соотношения іт Ў (х) = } (х) при фиксированном х и из неравенства 


[т С) — Ли ее е при т> № (е), п>М() вытекает неравенстњо 
|0) — Ги (х)| «е при п>.№(е) и фиксировашом х; но поскольку этот 
результат не зависит от х, имеем @({, /,) <= при п» №(е) и, значит, 
"ы сходится к } равномерно по х ЄЁ при п — >о. Ч..и т. д. 
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Определение 4, Если |и;(х)| 9, числа о, >.0 
Практические х 
критерии не зависят от х и если ряд Хе сумми руем, 
равномерной - 287 
сходимости то ряд У и; (х) (который, согласно предложе- 
ГЕ 


нию 6, будет суммируемым при любом х) называется нормально 
суммируемым. 


Предложение 37, Всякий нормально суммируемый ряд равно- 
мерно суммируем. 


В самом деле, пусть /— конечное мпожество ипдексов, такое, что если 
К — множество индексов, не имеющее общих элемёнтов с /, то выполняется 


неравенство У о; 1 є. Тогда а ѓогіїогі 
іЄ К 
< 2 < 
| Фриш) У |а, се, 
ЄК іЄК 


А . <] 
и, значит, ряд У, и; (х), согласпо критерию Коши (предложение 36), равно- 
Г 


мерно суммируем. 


Примеры. А. Пусть 2 ал2" — некоторый степенной ряд. Предпо- 
п= 
; арі 
ложим, что предел іт | = 
п> оо 





— А конечен. Тогда ряд будет нормально 





в 


. 1 
суммируемым при |2| < —8, 8>> 0 — произвольно. В самом деле, в этом 


случае имеем 
п 
[52| < 11 (4—8), 


а числовой ряд с этими неотрицательными членами суммируем, ибо признак 
Даламбера дает , 








илал | а: |1 1 . 
мае |а В) ов (4—8) 1 (1, 3; 6) 
со 
В. Пусть У, а„2" — некоторый степепной ряд. Предположим, что пре- 
п=0 
п 
дел Пт Уа, | — А конечен. Тогда ряд будет нормально суммируемым при 


п > со 


141< т — $, > 0 — произвольно. Ибо в этом случае |@„2”| < |а| (2—8). 
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а числовой ряд с этими пеотрицательными членами и, 2, 0 суммируем, со- 
гласно признаку Коши, ибо 


У = Ута (+ — 8) ов (48) <. (1,3; 7) 


С. Ряд У— суммируем при Вес > 11). Этот ряд нормально сумми- 
п=1 


руем на множестве комплексных чисел а, таких, что Веа >> 1 | ?, каково бы 


„ 
ЕМ 


пи было ё > 0. В самом деле, в этом случае выполняется оценка 


п^ 








1 
<; общий член числового суммируемого ряда с пеотрицательпыми 
п 


члепами. Напротив, рассматриваемый ряд не сходится равномерно при х > 1, 
ибо 


а(5,, (а), 5 (а)) = ЧЕ лу +1 —... 4-1 |> 


(п -- 2)* (2п)" 
у п _ 1 11 . 
р ает 80 


= величина, не стремящаяся к 0 при й > оо. 
оо 


р. Тригонометрический ряд Ў; а,е”8. Если ряд У, [а,| суммируем, то, 


п= оо 
поскольку [е" | = 1, данный ряд нормально суммируем при всех веществец- 
ных 0. 


То же самое относится к рядам 
со со 
е! Н В 
У а, соѕпб и Ха, зшид. 
п-0 п=1 


Предложение 38. (Критерий Абеля.) Пусть а, (х) = а, (х) 6, (х). 
Предположим, что при любом х последовательность а, (х) убывает, 
> 0 и стремится к 0 при п> хо равномерно по х ЄЕ. Положим 


п (= 6, (х) 4 им... +В, (5) (1, 3; 9) 
и допустим, что существует постоянная о, не зависящая от т п 


и х, такая, что |, „(х)| < о. Тогда ряд У, (х) Б, (х) сходится рав- 


номерно. 


1) Кеа — вещественная часть о. 
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В самом деле, этот ряд сходится для любого значения х и, как известно, 
|, (х)| @и+1(%)8 < 4,419, где а. = 50р, (х); значит, @(К„(х), 0) < 
ХЕЕ 


<а,.15. Предложение доказано, так как последовательпость а, стре- 
мится к 0. . 


Замечание. Из иредположения а, (х) а, и а, >= 0 при п >с еще 
не вытекает, что последовательность а, (х) является при каждом х убываю- 


щей. Это убывапие следует тщательпо "проверять. 


Примеры. А. Пусть ряд имест вид Ў(— 1)" а, (х), причем а, (х) 20, 


п= 0) 
а,(х) убывает при каждом х и а, (х) < а,, где іт а, = 0. Тогда рассма- 


п Уо 

триваемый ряд равномерно сходится. 

Например, ряд уси с " равномерно сходится при вещественных х>>6 >> 0, 

п=1 

1 1.1 1 
ибо — убывает при фиксированном аи я, где Пт — = 

п® п ^ пә ә . 

Напротив, этот ряд не сходится равномерно при а > 0, ибо общий член 
`1 1 
—— не стремится равномерно к 0 при и 20. [2 (——, 0 2 бир 1—1. 
п? . п а> 0 п? 

со 
В. Григонометрический ряд ў а „епіћ. Предположим, что при л —> оо 
п= –оо А 


последовательность 2, убывает, 2, >20 и а, > 0 и что при и > — оо после- 

довательпость ведет себя аналогично. Тогда, как известно, для Ё, == е" 
2 

[е ПРЕ! = ц 


Рассматриваемый ряд сходится равномерно при 10 — 28 «| > 0 > 0, ибо 
2 


имеем |9, „ (8)| < 


в этом случае можно положить ‘рее и‘ 
.`* е — 
со 
4 
Ряд У; а, соѕ пд ведет себя аналогично. 
п=0 
А са . . . . 
Ряд У 2,511 ид сходится’ для всех значений 6, даже для 6 = 22-, ибо 
1 


при этом все его члены равны нулю. Тем не менее он сходится равно- 
мерно только при |0 — 22| ё > 0. 
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Предложение 39. Если последовательность 


Непрерывность Г. (х) сходится к ў (х) при п-> со равномерно, 
предела когда х пробегает некоторое множество Е 

последовательности д тве Ют Ч 
и суммы ряда в эвклидовом пространстве К", и если все члены 


Г, (х) этой последовательности непрерывны 
в некоторой точке ху множества Б, то } (х) непрерывна в точке хь. 
В самом деле, напишем 


Рб) — Ро) = 1) Ў О) И (9) — ль 
17, (ко) — ? (0), @, 3; 10) 
откула 
р) — Ло Л Л ОО 1 Ль 0) — Ли о + 
- |, бо) — Л (|. 43:1) 


При данном е>0 выберем достаточно большое п, так, чтобы 
2 Е 
| (у) — Л, | 5 для всех у из Е. Тогда первый и третий члены правой 


части неравенства (1,3; 11) не превосходят каждый з. каково бы ни было х. 
Выбрав, таким образом, л, воспользуемся тем, что функция ў, непре- 
рывна и, значит, существует такое т > 0, что при |х —х.| < выполняется 
неравенство | /, (х) — /, (х0)| < 5 . 
Тогда при |х — хо] < я будем иметь 
Р) — (о) <=. 


А ` Ч. ит. д. 


Если последовательность ў сходится просто, но неравномерно, то функ- 
ция { может оказаться разрывной, даже если все функции /, непрерывны. 
Так, в примере А на стр. 51 /,(х) = х", 0<х < 1, а предел (х) 
равен 0 при х +1 и 1 при х ==1 и, таким образом, разрывен в точке 
Хо == 1. 

Теорема остается справедливой, если заменить равномерно сходящуюся 
последовательность непрерывных функций равномерно сходящимся или равно- 
мерно суммируемым рядом пепрерывных функций. 

> 


Напротив, ряд У Х"(1 — х) суммируем при 0 < х < (при х <1— 

п=0 
как геометрическая прогрессия, а при х ==! — поскольку все его члены 
равны нулю), но не равномерно. Его сумма равна 1 (1 —- х) = 1 при 





х < 1 и равна 0 при х = 1; она разрывна в точке х = 1.. 
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Предложение 40. Пусть последовательность 


Интегрируе мость Г, (х) ограниченных функций сходится при 
предела. п> оо К нкции х авномерно при хЄЕ; 
последовательности р Функци 57 ) равь ер ( ри хе ; 

и суммы ряда — ПООМНО ств коне ры ва 


пространства В". Тогда последовательность 
интегралов ГГ.. . Г». (х)ах сходится при п—со к интегралу 
Е 


ГГ... Гусоах, причем сходимость равномерна по всем ЕСЕ. 
Е 


В самом деле !), справедлива оценка 
Л Гледа р. неда 
Е Е 


Но при данном => 0 существует такое №, что @(Ф, Г) < теѕ Е при 
п >. М; тогда, при п >> М, 


Л. леда Г Гео 


каково бы пи было ВСЕ. 
Эта теорема, естественно, сохраняется для равномерно сходящихся и 
равномерно суммируемых рядов: 


ГГ. ПУ ис] =У ГГ. [и соах — @.3;13) 


(интегрирование под знаком У или изменение порядка символов [ и У). 
Предложение 40 можно обобщить. 


< мез Е. 4 (}, Х,). 





е (1, 3; 12) 





Предложение 41. (Теорема Лебега. Принимается без доказательства.) 
Пусть последовательность функций },(х), определенных в В", схо- 
дится просто к }(х) при поо, и пусть },(х) мажорируются по 
модулю одной и той же суммируемой функцией в 20. (|7,(х)| < =(Х), 
(х) 2,0, [ [ ... [= ах < -- оо). Тогда функция ў (х) суммируема 

р!" 


1) Легко видеть, что / также ограничена. 
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и последовательность интегралов 


ГГ е Ју. одах 
вт 


ГГ... Гусоах 
при п оо. 


Вернемся к примеру А на стр. 51. Хотя здесь нет равномерной 
1 


сходится к интегралу 


1 
сходимости, интегралы |=" ах = ЕТ стремятся при й > со к интегралу 
0 


1 
== Ѓу() ах. Предложение 41 применимо, поскольку |/,(х)1< 1. 
0 


у 


0 1 х 
Рис. 1,2. 


Рассмотрим, напротив, следующий пример (см. рис. 1, 2): 


0 при х<0 И х2. 


Р, (х) = (1,3; 14) 


1 
п? при 0<х < =. 
Последовательность /„(х) сходится (неравномерно) к 0 при любом х, 
1 . 
1 У 
когда й —> оо. Однако интеграл Гуо) ах т. п стремится к -- оо 
0 


вместе с й. Предложение 41 не применимо, поскольку функции Г, (х) ие 
мажорируются суммируемой функцией 2 (х) 2-0, не зависящей от и. 
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Замечание. Достаточно предполагать, что },„(х) при п >» оо стре- 
мятся к / (х) только для почти всех значений х (причем все время |/„(х)| < 
2 6(х), где е 22 0 — суммируемая). 


Вывод. Пусть функции Г, (х) сходятся просто к } (х) при п > сс, 
и пусть они не превосходят по модулю фиксированной постоян- 
ной М >20. Тогда, если мера множества Е конечна, интегралы 


ГГ; Гл, (х) ах стремятся при п >» оо к интегралу ТГ. ‚ [лсдах. 


"Достаточно применить предложение 41 с #(х)= М _2 суммируемой 
функцией на множестве Е конечной меры. Видио, насколько этот вывод 
шире, чем предложение 40. 

Как в этом выводе, так и в предложении 40 требование конечности 
меры множества Е является существенным. Так, если положить 

1 при |х|} и, 
Р. 00) =“ (1, 3; 15) 
0 при |х| > и?, 


то последовательпость #, (х) будет равиомерио сходиться к 0 при п > 20 
со 


(200. Р) == т) . Тем пе менее интеграл Гл, (х)ах = 21? . а = 2п. стремится 


– со 
к бесконечности вместе с п. В случае бесконечного интервала следует тща- 
тельно проверить, мажорируются ли функции /,, по не постоянной М 2,0, 


а некоторой суммируемой функцией е 20. 


Предложение 41 нелегко использовать в случае рядов. Для этого случая 
мы имеем следующий критерий: 


Предложение 42. 1) Если множество индексов І счетно и если 
члены ряда 2ш (х) неотрицательны, то всегда 


р И. (х а. еа (х)ах, (1,3; 16у 


причем обе части этого равенства либо конечны, либо равны с. 


2) Если Г счетно, если члены и, (х) произвольны (вещественны или 
комплексны) и если сумма ряда 


о ХТ. Ги ми = Г]. ху че 
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конечна, то, во-первых, каждая из функций и, (х) суммируема по х 
№ 

на Ю" и ряд И! ... [иг одах суммируем; во-вторых, для почти 
17 р" 
а “ 

всех значений х ряд Уи, (х) суммируем, а его сумма является функ- 
21 

цией от х, определенной почти всюду и суммируемой на №; и, наконец, 

ч! ч! . 
ГГ ОСО! ‚.. Јаодах. 3:17) 
д" 121 11 д" 

Первая часть предложения 42 является наиболее важной: в случае исот- 

ы 

рицательных членов и;(х) 2:0 мы всегда можем изменить порядок { и У 


а 
(как мы уже могли всегда изменить порядок двух символов У, при сумми- 
ровании пачками или изменить порядок двух символов { в теореме Фубипи 


о двойном интеграле от неотрицательной функции). 
Существует иное обобщение предложения 40, относящееся к несобствеи- 
-» 00 


ным условно сходящимся интегралам Лебега | например, к интегралу | . 


Мы сго не приводим. “ 
Можно, казалось бы, ожидать, что если У, равно- 
Дифференцирование мерно сходятся к / при а 5х 0, когда п» > 
предела случай одного измерения, т = 1), и если иф- 
последовательности (слу д р ‚ е 1), Ј а Д Ф 
и суммы ряда ференцируемы и имеют непрерывные производные, 
то последовательность этих производных }, равно- 
мерно сходится к некоторому пределу #, когда п > оо, функция } — диф- 
ференцируема и /’= р. 
К сожалению, это не так. 


Примеры. А. Последовательность е“ Уп равномерно стремится 
к нулю при вещественных х, когда и оо; тем не менее производные 


і пе"! равны, по модулю, корню Єл, который стремится к бесконечности 
вместе с и. 


В. В предыдущем примере предел } был все же всюду дифференцируем 


(7 == 0). 


со 

= пу А 
Рассмотрим ряд У тб ) . Его общий член не превосходит по мо- 

п=0 





1 . 
дулю я, и, следовательно, ряд равномерно суммируем при вещественных 0, 
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Его сумма (6) является пепрерывной фуикцией. Продифференцированный 


оо 
л 3% . 
ряд У) = 05(8"0) расходится; Вейерштрасс показал, что (0) является 
п=0 . 
непрерывной функцией, нигде не дифференцируемой. 
Верной теоремой является следующая: 


Предложение 43. Пусть у, (х) — последовательность непрерыв- 
ных функций, имеющих непрерывные производные. Пусть последова- 
тельность ў, (х) равномерно сходится к некоторому пределу & (х) 
приазх .Ф (а и ф конечны), когда п-> оо. Пусть, наконец, в неко- 
торой фиксированной точке ху интервала (а, 6) последовательность 
Ти (хо) имеет предел, когда п — ос. 

Тогда последовательность },(х) равномерно сходится к некото- 
рому пределу } (х) при а < х <, когда п > >о; этот предел ў (х) 
дифференцируем и ў' (х) = є (х). 

В самом деле, имеем 


о) =, к) [| Г. ©. (1,3; 18) 


По предположению, ў, (хо) имеет предел; в силу предложения 40 инте- 
х 


грал также имест предел, который есть пе что иное, как [04 причем 


№ 
сходимость иитеграла к пределу равномерна по х. Тем самым доказано, 


что ў, равномерно сходится к некоторому пределу /, и поскольку 
х 
Јо) = Ро) еее, 
Хо 


где = — непрерывна, этот предел / дифференцируем и }’-= г. 


Ч. ит. д. 
Итак, если известно, что некоторая функция представляется сходящимся 


оо 
й 

или суммируемым рядом / (х) = Ўји,(х) и если желательно знать, диффе- 
п=0 


оо 
те У. . є И Ы 
ренцируема ли /, то следует продифферепцировать ряд формально: Ха, (х); 


со 


затем следует убедиться, что продифференцированный ряд Хи (х) рав- 
п=0 


померно сходится при ах 4 6; если это так, то фупкция } заведомо 
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оо 
, ГА _ УИ А 
будет диффереицируемой, причем } (=) = Хи, (х). (Почленпое дифференци 
рованне ряда, или диффереицирование под знаком У.) Если же, напротив, 


Хо 
Л " 
продифференцировапный ряд Уи (х) не сходится равномерно, то нельзя 
п=0 


утверждать, что / дифференцируема, и даже если она дифференцируема, 


оо 
У 
а продифференцированный ряд >, (х) сходится в некоторой точке ху, то 
п= 


нельзя утверждать, что ее производная равна. в точке Хо сумме ряда 
оо 
Уи 
Иа (Хо). 
п:=0 


оо 
Пример. Ряд У а„е® представляет непрерывную функцию, имеющую 


П — о 


р 21 

непрерывные производные до порядка +; А, если 1.1 25 при |а| ос. 

2. Функции, представимые интегралами. Для простоты будем рас- 

сматривать однократные интегралы, обобщение на многократные производится 
Б 


очевидным образом. Пусть Е (к) = Ју, ?)аѓ. Предполагается, что для 
; . 

любого х из пекоторого множества Е (которое, для простоты, мы будем 

считать лежащим в А) интеграл имеет смысл (суммируем, условно сходится 

ит. п.). Этот интеграл определяет, таким образом, некоторую функцию от х. 

Возникает задача исследовать непрерывность, интегрируемость или диффе- 

ренцируемость Г, отправляясь от аналогичных свойств ў. 


Непрерывность Мы хотим знать, будет ли [7.00 [у.о 

интеграла в В 
при х->х,, где через /, (4) обозначена функция 
от Е, определяемая функцией / при фиксированном х. Со всеми результатами 
мы уже познакомились в связи с интегрируемостью предела последователь- 
пости (предложения 40 и 41). 


Предложение 44 (соответствующее предложению 40). Если }, (Ё) 
стремится к ў, (Ф) при хх, равномерно по &, пробегающему ин- 
тервал интегрирования (а, Б), и если этот интервал конечен, то 

[уфа стремится к ЕА (Е) аі. 


(а, №) (а, 0) 
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В самом деле, 


ДОО) |6 абу, 0. 1..0). — 4.3: 19) 


(а, 5) 





Таким образом, если = > 0 задано, то существует такое т >> 0, что при 
рх — х,| < 7 выполняется неравенство 


а). 1.0) = зир | 0—7 9155 





“Тогда 
[Р (0) — Ехо) [<= 


Вывод. Если интервал интегрирования (а, Б) конечен и если 
при а <<, а <х < функция } непрерывна по совокупности пе- 
ременных х, ё, то Р(х) будет непрерывной функцией х в интервале 

х 8. 

В самом деле, функция / при этих условиях равномерно непрерывна. 
Иными словами, для данного = >> 0 существует т> 0 такое, что при 
[х= |< [6 = А | < 7 выполняется неравенство | / (х, Ё) — Ў (ху, &)| <=. 
Тогда при |х — х, | < и произвольном Ё имеем 


|е пли а (У, (0, 1,0) <& 01,3:20) 


и можно применить предложение 44. 


Замечание. Функция от х и 2, раздельно непрерывная по каждому 
из переменных, когда другое фиксировано, не обязательно будет непрерыв- 
ной по совокупности двух переменных. Так, например, функция 


хі 


т при (х, В = (0, 0), 
0 при х == 0 


(х, Е (1,3; 21) 


раздельно непрерывна по х и по Ё в начале координат. Тем не менее она 
не является непрерывной в начале координат, ибо на прямой х = тї она 





припимает значение рн = при # + 0 и значение 0 при # = 0. 


Предложение 45 (Лебег) (соответствующее предложению 41). Если 
7 раздельно непрерывна по х в точке ху при почти всех значениях 
ё и если } (х, В мажорируется по модулю суммируемой функцией 
Е (0) (интервал интегрирования произволен), то Е непрерывна по х в 
точке хо 
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Замечание. В нгкоторых случаях следует комбинировать приведен- 
ные здесь результаты с другими результатами. Это приходится делать при 
работе с условно-сходящимися несобственными иитегралами Лебега. Рас- 
смотрим, например, интеграл 

> + 


Е(х)= [ а (Р) еі аі. (1,3; 29) 


> – оо 


Если «(В суммируема, то предложение 45 тут же показывает, что Ё неп- 
рерывиа при всех значениях х, ибо функция | а (#) ег“ | = | а (2) | — сумми- 
руема. Пусть а (#) не суммируема. Предположим, что 2 (7) непрерывна и что 
при { — -- оо, а также при Ё—> —со функция а (Р); 0 монотонна и стре- 
мится к 0. Тогда, согласно теореме Абеля, интеграл Ё (х) определен ири 
х = 0. 
Рассмотрим 
п 
Е, (х) == афет а (1, 3; 23) 


=й 


При фиксированном и этот интеграл будет пепрерывной функцией х в силу 
предложения 44 или 45. 

Функция Р, (х) стремится к Р(х), когда п > 2о равномерно нри 
х). > 0, в силу теоремы Абеля (стр. 46). В самом деле: 


ә +оо -п 
е) Р, р Г | ао) аси). 03:29) 


Поскольку 0 (#) —» 0 при #— Е оо, существует такое №, что при п >> № 
выполняются неравенства 2 (л) < =, @а(— л) < =. Тогда | Р(х) — Ё, (х)| < 
2 4 Й 
< =. Если => 0 дано, то полагаем в = уз. При |х| 228 будем иметь 
а(ЕР (>), Ё,(х)) <=. Предложение 39 показывает, таким образом, что Е (х) 
непрерывна в любой точке х, = 0. 
>» +оо 
То же самое справедливо и для интегралов [ а (Е) соѕ іх аь 
6. 
+ ' 
{ а (г) ѕіпіх аё. Последний из этих интегралов существует также при 
0 
х = 0, однако признак Абеля будет равномерно применим только при 


5 Л. Шварц 
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|х| 25_> 0. Поэтому можно только утверждать, что этот интеграл пред- 
ставляет функцию, определенную при всех х и непрерывную в любой точке 
хо = 0. Именно это явление показывают нам многочисленные примеры. 


Пусть Р (х) суммируема, и мы хотим узнать, можно ли 
Интегрируемость интеграл 
интеграла 


Года [ах [ло В а 
а а а 
записать в виде Г а? Гло, вах. 


а 
С этим результатом мы уже знакомы (теорема Фубини). 


Дифференцируемость Пусть Е- конечный интервал а < х < В. 
интеграла Предложение 46. Пусть Ј имеет част- 
ную производную }. (х. Ё) при почти всех 
значениях і. Пусть (х, ?) раздельно непрерывна по х при почти. 
всех і и мажорируется по модулю суммируемой функцией 2) >20 


[интервал (а, б) — произволен). Пусть, наконец, интеграл [лс р 4 


а 
имеет смысл при некотором частном значении Х — хо. 


Тогда этот интеграл Е (х) имеет смысл при всех хЕЕ, функция 
Ғ (х) непрерывна и дифференцируема, причем 


[4 
Р(х) = |У, б, даі (1, 3; 25) 


(дифференцирование под знаком Г). 


2 


Пусть (а, 0) = (— оо, -- ос). Во-первых, функция О (х) = ЕА даі 
пепрерывиа. Далее: | > 
х х со со х 
[аоа= [а [ле да ајр, 04. аз29 
№ х -‹о —> № 


[Изменение порядка интегрирования законно. Действительно, |7,6 1550), 
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а функция 2(Р) суммируема по (& В при а <& < В (конечный интервал), 


В оо 
— оо: оо, поскольку она 20 и нитеграл [ а [фа конечен. | 
Накопец | 
х со 
[о9&= Гое, В — (хо, 0144. (1, 3; 27у 
х - со . 
По предположению, интеграл [лоо 1) а? имеет смысл, значит, интеграл 


[ле Р а? также имеет смысл и определяет некоторую функцию Ё (х), 
ХЕ Е. Кроме того, й 

РО) = Р(х) 00а. (1,3; 28) 
Поскольку @ непрерывна, функция ЁР непрерывна и дифференцируема, 
причем Р’ (х) == О (х). 


Примеры. Здесь также часто бывает необходимо комбинировать эту 
теорему с другими теоремами. Это приходится делать в случае несобственных 
условно сходящихся интегралов Лебега. 

Рассмотрим, например, функцию 


р Их 
Е (х) = БЕ“ | (1,3; 29) 


Их 
А 
Она непрерывна, ибо тя непрерывна по (х, В и мажорируется по модулю 


суммируемой функцией ғ Продифференцируем формально: 


Ри) [е тта (1.3; 30) 
; Д + +оо , 
Функция р не суммируема, однако интеграл [ сушествует прі х #0 
> -оо 


силу теоремы Абеля. | Функция р убывает при ѓ >» {- оо и при #—>— оо, 


о 
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(ВУ 5 


будет "тарынан и дифференцируемой при всех х, причем 
п 


ибо ее производная равна 1 Положим Ё, (х) = ағ. Тогда ЁР, 


г, д [е ТЕР йё. Когда п —» оо, последовательность Ё’ (х) сходится 
= п 


> +оо 
к пределу @(х) = [ ей 5 тт АЕ равномерно при | х [>> ё > 0. [Остаток 
-п оо -> – со 


2 
{ +] мажорируется по модулю величиной 2 · 5. Е которая будет $ & 
— 0 п 


при" достаточно больших п. | В то же время последовательность Ё, (х) рав- 


померно сходится к Р(х) при вещественных х. Значит, в силу теоремы о 
дифференцируемости предела последовательности, функция Ё имеет произ- 
водную во всякой точке х, = 0 и эта производная непрерывна, причем 


Э +оо : . 
их і . 
Р' (х) = 0(х) = [ етар (1, 3; 31) 
5 -оо 
ейх { — #2) 
О второй производной ничего пельзя сказать, ибо функция Гра — не 
приводит к сходящемуся интегралу. 
В дальнейшем мы увидим, что 
Р(х) = те “1; (1,3; 39) 


функция Ё (х) заведомо непрерывна при всех х, имеет непрерывную произ- 
водную в любой точке х == 0 и имеет производные всех порядков в области, 
дополнительной к началу координат х = 0. Однако интегральное представление 
этой функции не показывает нам этого. 
Пусть  — ньютонов потенциал, создаваемый 
у, Приложения. электрическими дарэлами ограниченной плотности 
Непрерывность и р(х) (р(х) | < М), равной нулю вие некоторого 
дифференцируемость ограниченного множества АХ. Имеем [формула 


потенциала зарядов, (1, 2; 50): 
распределенных 


по объему од ||| т. ах. (1, 3; 33) 


Мы хотим показать, что (а) — непрерывная функция а. Это не вытекает 
непосредственно из уже рассмотренных теорем, ибо подинтегральная функ- 
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№ (х) 


4] обращается в бесконечность при х = @ и, стало быт, имеет 
подвижную особенность, перемещающуюся вместе с @; в частности, нельзя 


добиться мажорирования ар Е таг < е(х) с суммируемой г, не зависящей 


от а, ибо если мы поло кия а х, то будем иметь (х) = оо (при усло- 
вии, что р(х) = 0). Здесь снова необходимо комбинировать указанные 
методы. 

Заметим сначала, что если @ меняется в открытом множестве 9 прост 
ранства №3, не содержащем зарядов [4 (х)==0 при х Є ©], то И (а) будет 
пепрерывной и даже бесконечно дифференцируемой функцией а. Причем псе 


ее частные производные получаются дифференнированием под знаком ГГ. 


ЦИЯ 


В самом деле, при аб и ХЄС9 функция имеет частные произ- 


[х —а | 
водные всех порядков по а. Эти частные производные непрерывны и, значит, 
раздельно непрерывны по а. Они ограничены, пока а остается на некотором 
расстоянии > @ > 0 от границы ©; если р ограничена и если объем интег- 
рирования ограничени, то предложения 45 и 46 дают сформулированный 
результат. В частности, обозначив через а; 1==1, 2, 3) координаты точки 


а, будем иметь . 
ИФ Г] Гб ›-^ (геа) (1, 3; 34) 


. а а 

И, значит, полагая АИ (а) = У 57000 (дифференциальный оператор А 
1=Ь2,3 2; 

называется лапласианом), получим 


вое = | | вооа, а Т5 =0 (1, 3; 35) 


1 
ибо А, Тат = 9 при х - а. Таким образом, потенциал О (а) гармонп- 
чен (что означает, что А О = 0) в открытом мпожестве 9, йе содержащем 
зарядов. 
Перейдем теперь к общему случаю. 


Пусть а КЗ, р >> 0. Оценим интеграл 


ГГ те тах. (1, 3; 30) 


1х-а1< р 


Г 
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При [а — 20| < 22 оп мажорируется величиной 


м [ГГ ям [| [| [ “= 18«мр (1,3; 37) 


Гх-а |< 38 = 


{формула (І, 2; 51). 
При [а — а,| > 2р во всем объеме интегрирования имеем неравенство 
|х — а | >р; "этому интеграл (І, 3; 36) мажорируется величиной 


2 ИЙ! йх = оз ЗЕМ. (1, 3; 38) 

1х-а0| <р 
Таким образом, этот интеграл будет сколь угодно малым при достаточио 
малых р, причем это ие зависит от положения точки а, 3, Иными словами, 
функция от @, зависящая от параметра р: 


1 


оо = | | | те тах, (1,3; 39) 


1х- 212 


стремится, при р->0, равпомерно по а к функции И(а). 
В силу предложения 39, для того, чтобы быть уверениым, что И 
непрерывна в точке 0, достаточно знать, что Ч, при р >> 0 пепрерывна в 
Но ведь при р >> 0 функция 0, являстся потенциалом распределения 
зарядов с плотпостью 0 в шаре | х — а, | < р и с плотностью у(х) вие этого 
шара; зпачит, в силу того, что мы уже видели, функция ` С, непрерывиа в 
точке а). 


Продифференцировав формально под знаком ГГ, мы получим функцию 
ио | | оа та — тета Г] Гао тае зах. (13:40) 
Р 


: Х— а; 1 
к а —— 5, = д 
Пос ольку | Е > | | 5 › 


где 2—2 < 3. В силу предложения 33, иитеграл вс второй и третьей частях 
равенства (1, 3; 40) имеет смысл. Рассуждепие, полиостью аналогичное тому, 
которое мы только что проделали, показывает, что этот интеграл представ- 
ляет собой непрерывную функцию от а. Остается показать, что эта функция 





1 
мы имеем в точке а о `эбенность типа = 


д 

У, (а) равна именно —— И (а). Для этого, как в предложении 45. нужно 
1 

использовать метод интегрирования и показать, что именао И есть исопре- 
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деленный (частный по @;) интеграл ог У;. Точиее, пусть ри с — две точки 
(с координатами 0}. бу 1=1, 2, 3), рапәложенные на одной и той же 
прямой, параллельной оси х; (бу =, пра Ј + і). Мы должны лишь дока- 
зать, что 
с 
Гуа) ааг = 00) – 0 Ф). (1,3; 41) 
и 
Здесь подразумевается, что координаты 4, ] + {, точки @ в левой части 


фиксированы и равны Ё;== с; единственная переменная координата — ко- 
ордината а; — служит переменной интегрирования. Запишем этот интеграл 


в виде 
с 
Ја | [во тах. (1, 3; 42) 
5; х 


Предположим, что мы имеем право изменить порядок интегрирования; тогда 
получим 


ГГ Тьма | таа (1,3; 43) 
Х 5, 


1 
—————- —— При 
Ге Тв ПР 
всех х, не лежащих на отрезке (5, с). Этот отрезок является множеством 
меры нуль в АЗ. Зпачит, интеграл (1, 3; 43) заведомо равен 


ЕР= ах — Лея ах= (с) —И(5), (1,3; 44) 


откуда вытекает равенство (1,3; 41). 
Таким образом, все основано на возможности изменить порядок инте- 


грирования в формуле (1, 3; 42). В силу вывода из предложения 29, для 
этого достаточно показать, что интеграл 


Гола 


Но ведь внутренний интеграл имеет смысл и равен 


(1, 3; 45) 





да; |х а | 


конечен. 
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Имеем оценку: 





" с; 
аа; 
Е "даг я |а, <] 1—2? < 
Д 
аа; а! т 
Е н | =, 1,3; 
< | (х:— 4) У (ху — 9 ] Р+е & (92:40) 
Фі 7» 
где = У (х, — 6,2. 
ізі 
Тогда для интеграла (1, 3; 45) имеем Оценку 


уо ПАСЕ Г тауу . (1, 3; 47) 


Пусть, для удобства, і = 1; интеграл (1, 3; 47), согласно теореме Фубини, 
можно записать в виде 


4х. ах 
и :Ј) У — в - (ха — В} 


(подинтегральная функция >> 0). Двойной интеграл распространяется на огра- 
ниченную площадку (поскольку объем интегрирования Х ограничен) его под- 


1 
интегральная функция имеет в точке (65, ёз) особенность типа я с “= 1<2 


и, следовательно, этот интеграл копечен. Интеграл по ху также конечен, 
поскольку Х ограничено, следовательно, весь интеграл (1, 3; 48) конечен. 

Ч. ит. д. 

Если бы тенерь мы попытались аналогичным образом подсчитать част- 

ные производные второго порядка фупкции И, то мы столкнулись бы с труд- 


ностью. Действительно, частные производные второго порядка по @ от функ- 
1 
|х ај 
Поэтому возникающие здесь интегралы ие имеют смысла Если не сделать 
дополнительных предположений о плотности 12, то легко проверить на нри- 
мерах, что функция И не будет дважды дифференцируемой. 
Кроме того, формула (1, З; 35) всегда ложна в области, запятой заря- 
дами (тогда как она была бы правильной, если бы можно было дифферен- 


цировать (, дифференцируя дважды под знаком ГТГ: это показывает, 


ЦИИ имеют при х, близких к а, особенность типа я С х= 8. 
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что математические предосторожности при выполнении таких действий отнюдь 
не преувеличены). Как известно, имеет место формула Пуассона 


АО (а) = — Атр (а) (1, 3; 49) 


(по крайней мере если р один раз непрерывно дифференцируема). Все эти 
свойства потенциала мы рассмотрим в дальнейшем с другой точки зрения, 
используя операцию свертки. 


Замечание. Формулу (1, 3; 33) путем замены переменных можно пред: 


ставить в виде 
оо = | | | 569 ах. (1, 3; 50) 


Предположим, что р непрерывна на АЗ, а не только ограничена. Тогда 
функция р (а — х)/ |х| раздельно непрерывна по @ всюду, кроме точки х = 0; 
она мажорируется функцией М/|х|, суммируемой в силу того, что |х| ==“ 
с а=1 < 3, и в силу того, что объем интегрирования ограничен (этот 
объем есть Х-Ра — множество точек вида х--а, где х пробегает Х; 
это мпожество подвижно вместе с а, однако при ограниченном а оно 
содержится в фиксированном ограниченном объеме, который можно принять 
за область интегрирования). Это рассуждение показывает, в силу предложе- 
ния 41, что (/ непрерывиа. Это доказательство, в котором функция р пред- 
полагается непрерывной, является более простым, чем то, которое мы дали 
для ограниченной р; если же | р раз непрерывно дифференцируема, то 
подобное рассуждение легко приводит к непрерывной дифферепцируемости 
функции И р раз. Производные вычисляются формальным дифференцирова- 


пием под знаком [ [ Г: 


181 1 9 
ег = | [Г тега а — х) ах. (1,3; 51) 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 1 


іо 


Упражнение 1-1. Показать, чтө если ряд Уи, сходится условно, 
п=0 


хә оо 

. 
то оба ряда У из и У ис расходятся. Вывести отсюда, что ряд Уи, 

во 1 #0 " їе М 


не удовлетворяет критерию Коши для суммируемых рядов. Упражнение 
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можно начать с непосредственного разбора гармонического знакоперемен- 
ного ряда. 


оо 
а 

Упражнение 1-2. Показать, что если ряд У и, сходится условно, то, 
п=0 


изменяя порядок его членов, его можио сделать сходящимся к произвольной 
наперед заданной сумме, а также расходящамся к 4-20 и расходящимся 
к — 20. 
оо 
Упражнение 1-3. Показать, что если ряд Уи, сходится и остается 
п=0 
сходящимся при любом порядке его членов, то он сходится абсолютно. 


Упражнение 1-4. (Характеристические функции множеств.) Пусть А 
и В— два подмножества из №". Обозначим через А— В подмножество А", 
состоящее из точек, принадлежащих А и не принадлежащих В. 
Положим 
АЛВ=(А— В) (В — 4) 1). 


Обозначим через уд (соответственно Хв) характеристическую функцию мно- 
жества А (соответственно В). Доказать формулы 


ХАП в ХлХв | (1) 
Хлив== ХА Хв Ха в» (2) 
ХА лв == |4 Ув | (3) 


Сопоставьте формулу (2) с предложением 24. 


Упражнение 1-5. (Интегралы по сферам в А”".) Выразить через пло- 
щадь 85, единичной сферы в А” объем шара радиуса А и момент инерции 
однородного шара радиуса А по отношению к его центру. 


Упражнение 1-6. 1. Примем стапдартные сбозначения: 
= У-Т, ей соѕі ізі, |а + № = уа 4 6. 
Считая х вещественным, 0 < х < 2, показать, что 


[еі 4 етих, ++ ет" | 3: _ 


) Симметрическая разность множеств А и В, разделительнос „или“ в исчисле- 
нии высказываний. — /7 рим. перев. 
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Тогда очевидное неравенство [60| << |а + 0| дает 


[зіп птх 4 ча (п 4 1) тх 4... зіп ттх | < 





Пользуясь оценкой (1) и формулой 
110, + лала 6 Е Иов = 
= (0, — ил) 9, 1 (Шау Шә) ©, 9а) 4 
Ри 09 9-Е 1 0), 


получить оценку 


1. 1 1. 21 
| тзтлях тт. ии 0) ях ... т вия | 9-7 





П. Показать, что тригонометрический ряд 
4 1 А 
= (алх зг зіп Зх | . твт РЮА ...) = 


— + (соѕ 2тх + =5- Е соѕ 47х | ... +; соѕ2ртх + . ..) 


2з 
сходится при всех х, — 1 < х < 1. Этот ряд определяет в интервале 
{—1, 4-1) вещественно-значную функцию, которую мы назовем / (х). 

Ш. Показать, что ряд, полученный почлениым дифференцированием ряда 
для ў (х), сходится при 0 < |х| < 1. Обозначим через (х) ряд, полученный 
почленным дифференцированисм из ряда для Г функция © (х) определена 
пока только при —1< х <0 и 0 < х < 1. Учитывая, что ряд с общим 


1 
членом —х имеет суммой ——, вычислить & (0). Показать, что / (х) — фупк- 


ция, непрерывная в каждой точке интервала (—1, 1). 
ГУ. Пусть 
0, если — 1:8 <0, 
а(х) = 
1— 2х, если О< х1 
— функция, определенная в интервале (—1, 4-1). 
Положим 


000)= (0—0 9(+0)), 
где 
@ (—0) = іт О(х) и 004-0) = іт О(х). 
х0 


х0 
х<9 х>0 
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Нанисать разложение в ряд Фурье функции С (х). Вывести отсюда формулу 
для (х) в интервале (—1, 0) и формулу для /(х) в интервале (0, 1). По 
1 
значению / (0) определить сумму ряда с общим членом =. 
Что можно сказать о производпой функции Г в начале координат? 


Упражнение 1-7. 1. Положим 
х 


еу(х) = е5, е, (х) = Ге Фаг. 


= о 


1°. Показать, что эти функции существуют. 
8°. Пусть 


(х) == е,(х), 


а функции / (х), ..., /, (х) определяются при и > 1 из уравнения 


что лол 
причем 
йт Л, (х) = Им Х, =, Пт. еу" (х) = 0. 
я>->х х — 20 
Показать, что /? (х) 1 е0(х) е2-1(х), 7, (х) се, (х) е?-!(х), и вывести отсюда, 
что эти функции существуют. 


П. 1°. Пусть А> 0 дано. Показать, что при х, ие превосходящем не- 
которого значения А’, (А), ряд 


5] 
ә 
— 2х Ў АУ, (х) (0 
1=1 
сходится и его сумма является некоторым решением уравнения. 


у” = уу". (2) 


2°. Пусть 4, (х) — решение уравнения (2), которое совпадает с суммой 
ряда (1) при х < Х,(.А) [область существования функции 2, (х) может быть 
отличной от области сходимости ряда (1)]. 


Показать, записав уравнение (2) в виде у" = Се! 709%, что либо функ- 
ция 41 (х) существует при любом х, либо же 2, (х) сушествуст при х < х,(А) 
и стремится к бесконечности, когда х стремится к х,(А). 

3°. Показать, что для всех значений х, при которых 2, (х) сушествует, 
сумма 5„(х) первых п члепов ряда (1) не превосходит 4, (х) (показать, что 
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В(х)=7.(х)—5,(х) удовлетворяет некоторому дифференциальному урав- 
нению, из которого вытекает, что А” (х) 2 0). 
4°. Вывести отсюда, что область существования 2, (х) совпадает с об- 
ластью сходимости ряда (1). 


Упражнение 1-8. 1. Мы хотим получить принадлежащий Фейиману 
метод интегрирования для произведения некоторых множителей. С этой 
целью мы устанавливаем две формулы, позволяющие преобразовать произве- 
дение п множителей в интеграл от и-й степени некоторого выражения. 


Первая формула Фейнмана: 





1-х П А рд 
1 
= веер аку... [ ах Х 
0 
И 
[042-1 — а) хр 4 (0-2 аһ) хан... Аба — аи) хаа]? " 
(а; > 0). | 


1°. Доказать эту формулу непосредственно, используя следующие соот“ 
ношения и замены переменных: 


[ау х= Ў»; х (= 5. 
0 = 


Здесь возникает некоторый интеграл с й 1 переменным, которые свя- 
заны простым соотношением. Чтобы получить приведенную выше формулу, 
надо выполнить интегрирование по Хх. 

Доказать эту формулу по индукции. 


Вторая формула Фейнмана: 


і 
1 

== — 1)! 
тага; (п рта... Гах 





п—2 ,п~3 
Хро 9..5 А-9 


х (а — 1-1) Ха-а +. 5 4 (8-1 41-2) Ана... М-Н... (фа) ма)’ 
1°. Доказать эту формулу по индукции. 
2°. Показать, что существует некоторая замена переменных, которая 
позволяет перейти от первой формулы ко второй. Заметьте, что пределы 
интегрирования в первой формуле переменны, а во второй фиксированы. 
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Тоэтому надо, отправляясь от первоначальных переменных, найти перемен- 
ые, заключенные между 0 и 1. 


П. Приложение к явному вычислению некоторого интеграла в четырех- 
херном пространстве. 


Гак (АКС (К-У) 
КНЕУ) 2), 


де А, С, К, М, № — векторы с компонентам“ 
ОА, С, КУ, №, 12,3, 4. 
(А-У) = (А. №); (С.И) = (С. 0); У (А.С) =0. 
(А.К) = Аку АК, + АК. А.К д; 
К = К14- К К КА; 
1,К =ак,ак.ак.ак., 





• 


Интегрирование распространяется па все пространство. 
1°. Применить первую формулу Фейнмана к произведению 
1 
К? (К --2(К.У) ) (КК. №)) ° 
2°. Проиптегрировать по К с помощью иекоторой линейной замены 
переменных и введепия полярных координат в четырехмерном пространстве: 
51 = А с0з а, 5, = В соѕ воз та, 
5$; = А с0$ аз ѕіп а. ѕіп а, 
54 = Юз @3 ѕіп 25510 а. 


3°. Возникший при этом двойной интеграл по ху и х, вычислить с по- 
мощью замены переменных х | х.=%, Ху = и. 


Упражнение 1-9. (Сходимость последовательпостей функций.) 1. Пусть 
Е — линейпое векторное пространство над полем комплексных чисел С. Ото: 


> 
бражение х >» х || пространства Е в А называется нормой, если оно обла- 
дает следующими свойствами: 


> > > > > 
|х| >0 для любого хЄЁ и 1х! =0<х = 0, 


| 1 = 1А. || для любого ЛЕС и любого ХЄЕ, 


>. 


15-51 < 11+ 1$ лая любых х, УЕЕ: 





Упражнения 7% 


у > >> 
Говорят, что последовательность векторов х, из Е сходится к х в прострин- 
> » 


стве Е в топологии, определяемой нормой |. |, и пишут х,» х, если 
-» 


Их, — Хх! [->0, когда п» х. Говорят, что х, образуюг последовательность 

Коши в топологии, определяемой нормой || · |, если для любого е > 0 суще» 

ствует такое целое число ий, что для любой пары целых чисел т, п, бэль- 

ших по, выполняется неравенство х, —х, | се. 
> 

1°. Показать, что если хох и Є в Ё, то ХУ, НУ. 

2°. Показать, что если х, ->х в Еи если \, — последовательность ком- 
плексных чисел, сходящаяся к №, то т а, в Ё. 

3°. Показать, что всякая последовательность, которая сходится в 1, 
является последовательностью Коши. В общем случае предложение, обрит- 
ное 3’, ложно и последовательность Коши в Е не обязана сходиться к неко“ 
торой точке из Ё. 

Если векторное пространство Ё над С снабжено нормой, для которой 
всякая последовательность Коши сходится к некоторому вектору из №, 
то говорят, что Е полно в топологии, определяемой этой нормой. В этом 
случае Е называется пространством Банаха. 


0 
Обозначим ёо, 1 — векторное пространство над С комплекснозначиых 
функций, определенных и непрерывных на [0, 1]. Положим 


1 


ПА = Ја, 


0 


ИУ == зар |7 (0). 
1600,1] 


1°. Показать, что 1/1; и 11/71], определяют две нормы на бо 1: 
2°. Показать, что если последовательность функций 7, Е 8, 1р сходится 


к функции ГЄ е в смысле нормы ||. |1, то Г, (2) = / (0) просто на [0, 1]. 
3°, Показать, построив кэнтрпример, что носледовательность фуик- 


ций ў, Є Яо, 1. которая просто сходится на [0, 1] к некоторой функции ХЕ е, г. 


пе обязательно сходится к / в смысле || · |!1. (М ужно, например, взять /, (й) ==0 
при # =би # >. 1/т, Ў, (Е) = 213 при 0 <# < 1/2, и Г, (В = — п32 (Ё — Пт) 
при 1/28 .#< 1/п.) 

4’. Показать, что если /, > ў в 8р, у В смысле |. |, то /, > / равно- 


мерно на |0, 1, и обратно: если ў, Є 8, п сходится к } равномерно на [0, 1], 
то /, = 7 в 8% и в смысле ||. 1. 
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‚ 5°. Пусть на векторном пространстве ЕЁ заданы две нормы: ||: ||, и |1: |2; 
говорят, что норма ||. ||, тоньше (сильнее), чем норма || · |||, если суще- 
ствует такая постоянная К, что для любого вектора хЄЕ выполняется 
неравенство 


> 2 > 
ТЕЕ 
Говорят, что две нормы эквивалентны, если каждая из них тоньше другой. 


Показать, что на 810, 1) норма || · ||, тоньше нормы ||. ||}. 
Используя последовательность функций #, (й), определенных на [0, 1] 
равенствами 


при Ё> 1/и, 
ОИ п о 29 
. ри ЗЁ< Шт, 
показать, что нормы || · ||, и || - [|2 не эквивалентны. 
6°. Показать, что в норме ||. ||. пространство $00, 1} является простран- 


ством Банаха. 
7°. Пусть послеловательность функций /,(Р) определяется на [0, 1] 
равенствами 


0 при Ех 112, 
1.0 = в(#— 1/2) при 12 <2Е<(12- Ию, 
1 при > (1/2 -Р 1и). 


Показать, что в норме || · ||; эта последовательность будет последователь- 
0 
ностью Коши, которая не сходится ни к какой функции из Эро, п. Таким 


образом, в норме || · ||, пространство о, 1] не полно. 
8°. Одно из утверждений 1°—7° певерно! Какое? Построить контрпример. 


м1 #4 А, У Н я А 
| ( 


ГЛАВАП 


ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 


У $ 1. Определение распределений 


1. Векторное пространство 4. Пространство 9 есть векторное под- 
пространство векторного пространства комплекснозначных функций, опре- 
деленных на А”; подобная функция точки х Є А” является также функцией п 
вещественпых переменных хү, Хо, ..., Х п. 

Пространство % определяется так: 

Для того чтобы функция ф точки из А" принадлежала 9%, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы она была бесконечно дифференцируемой 
и чтобы существовало ограниченное множество К в Р", вне кото- 
рого о тождественно равна нулю. 

Естественно, множество К не одно и то же для всех функций Ф из 9, 
Наименьшее замкнутое множество К, вне которого произвольная функция Фф 
равна пулю, называется носителем Ф. Иными словами, К есть замыкание мно- 
жества точек. х, для которых ф(х) == 0. Отсюда — определение: 


Определение 1. 
Пространство % — это пространство комплекснозначных, беско- 
нечно дифференцируемых функций на Р" с ограниченными носителями. 


Пример. Пусть п==1. Функция ф, определяемая равенствами 
0 при |х| 2:1, 
х) =} 1 П. 1; 1 
2) | ек (— т ==) при |х| < 1, ( ) 
1—х 

принадлежит 9. Действительно, ее поситель (интервал |х| < 1) ограничен; 
она бесконечно дифферепцируема при |х| > 1, потому что в этих точках 
она — тождественный нуль, и при |х| < 1 — как экспонента ст бесконечно 
дифференцируемой функции. Легко, однако, показать, что она бесконечно 
дифференцируема всюду, поскольку ее производные всех порядков в точ- 
ках х== + 1 равны нулю. Полезно заметить, что всякая конечная строка 
Тейлора функции ф в окрестности точек х == Е 1 имеет только нулевые 


б Л. Шварц 
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лены и сводится, стало быть, к своему остаточному члену. Ряд Тейлора 
10 степеням х — 1 или х-- 1 сходится к 0, потому что все его члены равны 
чулю, и не представляет функцию Ф (х) > 0 при |х| < 1. Подобная ситуа- 
дия возникает для любой функции Ф Є %, неравной тождествепно нулю. 

В пространстве п измерений мы имеем аналогичный пример: 


| 0 при л 21, 


|ә} ән с 9н) 





То, что % является векторным пространством, вытекает из того, что если 
Фи 26 9, тоо | Є 9 и если Х — комплексное число, а ФЄ 9, то ФЕ. 

Пространство является даже алгеброй (или кольцом) по отпошению 
к обычному умножению, ибо если Фф и Ф,6 9, то фл Е 9. 

Вообще если ФЄ 9 и если Фф — бесконечпо дифференцируемая функция 
необязательно с ограниченным носителем, то Фф Є 9 и поситель Фф содер- 
жится в пересечении носителей фи $. 


Предложение 1. (Теорема аппроксимации.) усть Г — непрерыв- 
ная функция с ограниченным носителем. Для любого є > 0 функцию ў 
можно равномерно с точностью до є аппроксимировать функ- 
цией ФЄ , при этом можно добиться, чтобы носитель $ содержался 
в произвольной окрестности носителя К функции ў. 


Доказательство. Пусть число 4 > 0. Окрестпостью размера 4 
множества К называется множество Ка точек, расстояние которых до К 
пе превосходит 4(< 4). К — замкнутое ограниченное множество, содержа- 
щее К. Мы хотим показать, что при данной ў с носителем К и при данных 
числах = >0и 4 > 0 существует ФЕ 9 с носителем, содержащимся в Ку» 
такая, что „расстояние“ } от Ф, т. е. ѕир РС) — (|, не превосходит є (< в). 

хє 


Для этого обозначим через 6, функцию (принадлежащую 5), определенную 
в нашем примере формулами (П, 1; 2). Положим далее 
0 (х) = + 0, (=). (П, 1;3) 


а 


так что носителем 0(х) будет шар |х| < а; число А выбирается равным 
интегралу 


1 Шере ое 
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так что | . 
ГГ... Госоах =. (614) 
к" | 


Определим теперь функцию © интегралом 


ед = е... еро 900 а |... уво 0а. а ив) 
р" р" 


Покажем, что если постоянная @ в формуле (11, 1; 3), определяющей 0, выбрана 
достаточно малой, то ф будет обладать всеми требусмыми свойствами. Во-пер- 
вых, если х не принадлежит множеству К, то |х — | > @ для любого ЕК; 
но поскольку второй из интегралов в (11, 1; 5) берется на самом деле не по №”, 
а по К {в силу наличия }(®], будем иметь 0(х — 5) ==0 при ЕК и, зна- 
чит, ф(х) = 0. Таким образом, ф равна нулю вне К, и, значит, ее носитель 
будет содержаться в Ку, если а < 4. Далее, ф — бесконечно дифферен: 
цируема. В самом деле, второй интеграл можно дифференцировать но х 


любое число раз под знаком Г. поскольку область интегрирования (носи- 
тель Г) ограничена, а фуикция ў (5) (х —Е) имеет производные по х всех 


порядков и эти производные непрерывны по х и Ё. Оценим, наконец, раз- 
ность ф(х) — / (х); поскольку 


ГГ... пож=ь 
р" 


00—00) = |||... осоо 0)004. 10 
в" | 


имеем 


Поскольку функция ў непрерывна и имеет ограниченный носитель, она равио- 
мерно непрерывна. При данном є > 0 можно подобрать ў >> 0 так, чтобы 
при |< 7 выполнялось неравенство |/(х) — / (х — 2)| <=. Поскольку 
интеграл в формуле (П, 1; 6) берется на самом деле не по А”, а по носи- 
телю функции @, т. е. по шару || < а, мы имеем в этом интеграле 
РО) — (х —– | е, если а выбрано «< поскольку, наконец, 


ГГ ... [очнь имеем 
" |00) — ф(х)| < е. (П, 1;7) 


Таким образом, при а<4 и ал функция ф будет обладать 
всеми требуемыми свойствами. 


6* 
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Топология, Говорят, что некоторая последовательность Фу функ- 
или понятие ций, принадлежащих , сходится (при / > со) к функ- 
сходимости в 2 ции © из 9, если выполияются требования: 
1) носители функций фу содержатся в одном и том же замкну- 
том множестве, не зависящем от ј; 
2) производная произвольного порядка т функций ф, равномерно 
сходится при ј > оо к соответствующей производной функции Ф. 
Это — сходимость „бесконечного порядка“, потому что она содержит 
в себе равномерпую сходимость любой производной. Заметим, что мы не 
требуем равномерной сходимости сразу по всем порядкам дифферепцирова- 
ния, мы требуем равномерной сходимости для каждого отдельно взятого 
поряљка дифференцирования. 


2. Распределения. Определение 2. Расп ределением Т называется 
линейный функционал, непрерывный на векторном пространстве 9. 
Это означает, что всякой функции ФЕ <? распределение Г ставит в соот- 


ветствие комплексное число Т ($) (которое мы будем также обозначать (Т, $)), 
обладающее свойствами: 


Т(ф Ф) = Т (Ф) Т (ә); 
Т (А) = АГ ($), где ^ -- комплексная постоянная. 
Если фу сходятся при ј-> о к ф в смысле топологии в Я, ‹ (П, 1; 8) 


то комплексные числа Т (Фу) стремятся при 1—2 к ком- 
плексному числу Т (©). 





Распределения сами образуют векторное пространство 2; сумма Г, Т; 
и произведение АГ определяются формулами 


(Т.Н Т), фу = (Г;, 5+, $), 
Т, АТ, $), 


так что скалярное произведение (Т, $) при ТЕЗ и ФЄ 9 оказывается 
билинейной формой. 

Пространство 45’ является частью пространства 5", двойственного к 9 
и состоящего из всех линейных функционалов, непрерывных или ие непре- 
рывных на 9. Используя аксиому выбора, можно математически доказать 
существование линейных разрывных функционалов на 5; но в явном виде 
нельзя привести ни одного такого функционала; мало шансов, что таковой 
когда-либо встретится на практике. 


(П, 1;9) 
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Пример 1. Пусть ў — локально суммируемая функ: 


„Примеры ция, т. е. функция, суммируемая на любом ограпичен» 
распр ном множестве. Она определяет распределение Гу: 
Т, =[]| ... Јо) ео) ах. (И, 1; 10) 

в" 


Этот интеграл заведомо имеет смысл, ибо на самом деле интегрирование 
производится не по А”, а по ограниченному носителю функции ©; на этом 
носителе функция / суммируема, а функция ф непрерывна, так что /ф сум- 
мируема. С другой стороны, значение интеграла есть, разумеется, линейный 
функционал от $. 

Остается показать, что этот функционал непрерывен на . Предполо- 
жим, что фу сходятся к фв ® при /—>оо. Пусть К — ограниченное мно- 
жество, содержащее носители всех функций Фу. Имеем 


К 9) — (Гл Ф) < тах |е—%1: є... Јода. а, 11) 
К 


Поскольку тах |ф — ф;| стремится к 0 при /-—>20, разность в левой части 
формулы (ИП, 1; 11) и подавно стремится к нулю. 


Предложение 2. Две функции ў и с определяют один и тот жв 
функционал Т,=Т, тогда и только тогда, когда они почти всюду 
равны. 

Если Г} и = почти всюду равны, то, очевидно, Т}, Фу== (Г. $), 
какова бы ни была ФЄ Я. Доказывать нужно обратное. Положив Х — 2 == й, 
мы сведем утверждение к следующему: если ћ — локально суммируемая 
функция и если при любой ФЄ 


ГГ ... водо) ах =0, (П, 1; 12) 
р" 


то Р(х) равна нулю почти всюду. 
1) Покажем сначала, что ГТ ... вод фо) 4х = 0, какова бы ни была 


л 
непрерывная (но не обязательно дифференцируемая) фуикция ф с ограничен- 
ным носителем. Это вытекает из теоремы аппроксимации (предложение 1); 
при любых = > 0 и 4 > 0 существует такая фупкция ФЄ 9, что |ф —ф| < в, 
и если № имеет носителем К, то носитель ф содержится в Ку. Имеем 


ГГ п Доо) фо) в о) ах ее... Јода. (И, 1; 13) 
д" К 


а 
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По предлоложению, ГГ; ‚ [есдводах=0 и, значит, 


МГ. ‚Говоря < 


Фиксируем 4 и устремим е к нулю, тогда получим 


ГГ... [вооа 0. 1,1015) 
р" 


"7? . вод | ах. (И, 1; 14) 





2) Пусть теперь х (х) — ограниченная (измеримая) функция с ограничен- 
ным носителем. Покажем, что снова 


ГГ Јао) о) ах =0. (И, 1; 16) 
р" 


Мы опираемся здесь на теорию интеграла Лебега (гл. 1, определение 3). 

Если у — измеримая функция на КЮ", то существует последова- 
тельность непрерывных функций у, которая при ј > 2о сходится 
почти всюду к х. 

В интересующем нас случае функция у имеет ограниченный носитель, 
и поэтому можно считать, что носители функций х; содержатся в одном 
и том же ограниченном множестве, пе зависящем от 7. Если бы это было 
не так, то функции х; можно было бы заменить функциями ау у, где а — фик- 
сированная непрерывная функция с ограниченным носителем, равная 1 на 
носителе функции х. 

С другой стороны, поскольку у ограничена, можно всегда считать, что 
функции х; ограничены числом М == ѕир |у|; действительно, если бы это 
было не так, то функции 

у) == ру (х) г!) 


можно было бы заменить функциями с;(х)еѓ®ј 9, где в; (х) == тіп (М, р;(х)). 
При соблюдении этих двух условий имеем, с одной стороны, 


ГГ Јао дах =0, (П, 1; 17) 
р" 


поскольку х; — функции типа Ф, непрерывные и с ограниченными носителями; 
с другой стороны, при /->» оо имеем 


ГГ ... [вооисоах- |||... [водходах. (П, 1; 18) 
к" д" 
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{ Действительно, последовательность Х;(х) сходится почти всюду к х (х). 
функции А (х) ;(х) имеют ограниченные носители и их модули |й(х)х,(х)| 
мажорируются локально суммируемой функцией М |А (х)|; следовательно, 
по теореме Лебега имеет место равенство (П, 1; 18).] Из этих двух соотно- 
шений вытекает формула (П, 1; 16). 

3) Возьмем теперь следующую функцию у (х): 


И при |х| > 2 или при А(х) = 0; 
хе) = №, если А (х) = г (х)еѓ° 0), |х| ан А(х) +0. 


Функция у(х) измерима, ее модуль. равен 1 или 0, а ее носитель содер- 
жится в шаре |х| >. 
В силу формулы Аи, 1; 16), имеем 


ГГ ... [вооходах= |] ... Песах =0. (П, 1; 19) 
орт 


12 1<а 


Таким образом, 691 является функцией, которая >0 и интеграл которой 
по шару 1х1 < 2 а равен нулю; значит, А (х) равна нулю почти всюду 
в шаре |х| < а; а поскольку это верио при любом а, функция й равна 
нулю почти всюду, что и требовалось доказать. 


Следствие. Условимся отождествлять две локально суммируе- 
мые функции ў и е, если они почти всюду равны (это сводится 
к тому, что мы будем говорить только о классах локально сумми- 
руемих функций). Тогда понятие распределения будет обобщением 
понятия локально суммируемой функции. Вот почему в дальнейшем 
мы будем отождествлять локально суммируемую функцию ў, опре- 
деленнуо почти всюду, с функционалом Т „ который она определяет, 
и будем писать 


(Л, += (Т, =] ... [усоесдах. (П, 1; 20) 
р" 


В частности, функционал, который каждой функции ф ставит в соответ- 
ствие ее интеграл ГГ ... [+ 4х, задает распределение, которое мы ото- 
Ы п 


ждествим с функцией ў (х) = 1. 
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Пример П. Пусть Ў -— локально суммируемая функция, О — символ 
частной производной по х}, х2, ..., х, произвольного порядка. Функционал 


т. ә= ||... [ло родах. 55) (1,2 
р" 


задает некоторое распределение. 
Пример Ш. ?- распределение Дирака опрғделяется формулой 
(0, фу = Ф (0). (П, 1; 22) 
Распределение Дирака ба) в точке 2 Є А” определяется формулой 
. (ба), Ф) = Ф (0). - (91,623) 
Точно так же определяются распределения 
(Т, г) =Бе(а), · (П, 1; 24) 
где О — произвольная частпая производная. 


Распределения ТЕ.’ можно интерпретировать как 


Математические распределения электрических или магнитных зарядов, 
аараан. как распределения масс и т. п. 
зарядов в физике Распределение Дирака ёа) истолковывается тогда 


, как изображение массы, равной --1 и помещенной 
в точку @а@АЮ”"; распределение, связанное с локально суммируемой функ- 
цией ў, истолковывается как распределение заряда с плотностью ў (объем У 


содержит тогда заряд, равный ГГ ... Јғо ах). Физика приводит к мно- 
у 


гочисленным выражениям вида (Т, Ф}, по Ф обычно ие припадлежит %. Это 
значит, что каждое распределепие Г может быть распространено как функ- 
ционал на некоторое, зависящее от Г, множество, более широкое, чем 9; % 
есть общая область определепия всех этих функционалов. Например, функ- 
ционал ё можно распространить на все функции, непрерывные в начале 
координат. Функционал Ў — на все функции о, такие, что /ф суммируема, 
и т. д. Вот почему для того, чтобы вычислить полный заряд, вычисляют 


(Г, 1), что дает ГГ ... [усоах для Г = ў и --1 для Т == ё); чтобы 
п 


к 
вычислить момент инерции по отношению к началу координат, вычисляют 


(Т, г?у, что дает И) ... [ус гайх для Т == ў и |а|? для Г); чтобы 
к" | 
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3 1 
вычислить ньютонов потенциал в точке ВС АЗ, вычисляют < Г, -ы/' что 
дает 


х)ах 1 
Г] Нин НИ для Т=ү и таър для Т ==.) ит. д. 


Рассмотрим распределение электрических зарядов, задаваемое диполем 
с электрическим моментом, равным -|-1. Диполь помещен в начало коорди- 
нат 0 на прямой Ю. Найдем математическое распределение, которое ему 


соответствует. Диполь является „пределом“ при е» 0 системы Т, двух заря- 
1 1 
дов — и —-_,‚ помещенных в точки с абсциссами є и 0. Системе Г. сопо- 


ставляется математическое распределение, задаваемое формулой 
І 1 2 (=) 9 (0 
Г. фу) +=" =. (1, 1;25) 


Когда е->0, величина (Т., фу стремится к $’ (0). Мы пришли, таким обра- 
зом, к тому, чтобы определить диполь посредством распределения 


(Т, 9) ==$' (0); (П, 1; 26) 


в этом определении переход к пределу обойден. 

Диполь в А” (помещенный в данную точку 2Є А”) с электрическим 
моментом 3%, ориентированным в данном направлении, определяется посред- 
ством распределения 


(Т. Ф) = 0% (а). (П, 1; 27) 


где Ро — производная от Ф в дашном направлении. Аналогия между матема- 
тическими и физическими распределениями не подлежит доказательству; 
математические распределения представляют собой точное матема- 
тическое определение распределений, встречаемых в физике. 

Распределения, встречаемые в физике, наводят на мысль о новых мате- 
матических распределениях. Например, распределение заряда по поверхности $ 
с поверхностной плотностью р задается формулой 


(Г, еу = | Јес) (уа. 01:28) 
5 


(Это распределение не следует путать с распределением, задаваемым обем: 
ной плотностью ў и отождествляемым с самой функцией /.) 
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Распределение диполей по поверхности $, ориентированных по нормали 
и имеющих поверхностную плотность момента р, задается формулой 


(7, 9= | [еса 59 45. (П, 1; 29) 


Вслед за Дираком потребители квантовой физики вместо распределения ё 
используют „функцию Дирака“, обладающую свойствами 


0 (х) = 0 при х #0, 
(0) == оо, 


ЛГ. Јака. 


{Вообще часто распределение на пространстве А” переменного х обозначают 
через 7 (х) и условно записывают (Т, фу в виде 


ГГ... Гтоэзоа»х 
р" 


Подобные свойства противоречивы, и подобная функция не могла бы 
существовать, ибо если бы ё равнялась нулю почти всюду, то ее интеграл 
Лебега был бы равен нулю. К тому же функция Аё (х) принимала бы те же 
самые значения 0 и оо, что и ?, а ее интеграл (равный А) не был бы тем же 
самым. Разумеется, физики хорошо знают, что речь здесь идет не о „настоя- 
щей“ функции, а о неком символическом орудии. И все же осторожней будет 
придерживаться понятия „расиределение“ и писать (ё, $), а не ё(х), если 
только речь не идет о интуитивном отыскании формул, которые затем должны 
быть строго доказаны в терминах распределений. 

Точно так же распределение ёа) часто записывают как (х — а), и 
формула (П, 1; 23) приобретает вид 


ГГ... Јао = а) 0) ах =% (а). (П, 1; 31) 
р" 


(П, 1; 30) 


3. Носитель распределения. Говорят, что распределение Г равно нулю 
на открытом множестве © в А", если (Т, Ф) ==0 для всякой функции ФЕ 9, 
носитель которой лежит в ®. 
Мы примем без доказательства следующий принцип. 

Пусть (9, — конечное или бесконечное се- 
мейство открытых множеств с объединением ©. 
Пусть, с другой стороны, \Т,| — семейство распределений, зависящих 
от того же множества индексов. Распределение Т, определено в от- 


Принцип склеивания 
по кускам 


к 
\ 
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крытом множестве %,!). Предположим, что если 9; и ®; имеют 
непустое пересечение, то Т, и Т; совпадают на этом пересечении. 
Тогда существует одно и только одно распределение Т, определен- 
ное в ©, которое совпадает с Т, на каждом открытом множестве У. 

Применяя этот принцип к случаю, когда все Т, равны нулю, мы видим, 
что если распределение равно нулю на семействе открытых множеств, то оно 
равно нулю на их объединении. Следовательно, объединение всех открытых 
множеств, на которых данное распределение Т равно нулю, снова является 
открытым множеством, на котором Т равно нулю, и притом самым большим, 
Дополнение этого множества и называется носителем Т. Можно также ски- 
зать, что носитель Т — это наименьшее замкнутое множество, вне которого ТГ 
равно нулю. Для того чтобы некоторая точка принадлежала носителю Г, 
необходимо и достаточно, чтобы Т не равнялось нулю ни в какой окрест- 
ности этой точки. 


Примеры. Если 7 — непрерывная функция, то носитель Т как рас- 
пределенпия совпадает с носителем Т как функции. Носитель распределения 
Дирака ё,,) в точке а сводится к единственной точке а. 


Замечание. Если носитель Т и носитель ф не имеют общих точек, 
то (Т, $) = 0. 


$ 2. Дифференцирование распределений 


оТ 
1. Определение. Мы хотим отыскать такое определение производной — 


9х 
‘по переменному ху распределения Т на А, которое бы в случае, когда Г 


есть непрерывная функция / с непрерывными производными, приводило бы 


9 
к — в обычном смысле. 
дх, 


Так, пусть Г — непрерывно дифференцируемая функция. Имеем 
0 =. 97 
5 ?)= ЛГ... я Фах. 1.2; 1) 
Ю А 


Теорема Фубини, примененная к легкому случаю непрерывных функций 
и ограниченной области интегрирования, дает нам 


ГГ... є ах, ... ах, Гах, Е (1, 2; 9) 


Хр 





') Распределение на открытом множестве © — это линейная непрерывная форма 
на подпростраистве пространства 9, состоящем из функций ф с носителями в ©, 
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Проинтегрируем по частям. внутренний однократный интеграл. Он превра- 
тится в 


ју 4х1. (1,2;3) 


Проинтегрированный член пропадает, поскольку ф равно нулю вне некоторого 
ограниченного множества. Таким образом, остается интеграл 


|. Гао 4, Гаа 


Е: оо 


. 17. ЈУ 4 ах = (7, 55). (П, 2; 4) 
Окончательно 
РА )=—(7, 55). (П, 2; 5) 


дт 
и, значит, мы вынуждены определить производную 5х_ Распределения Т 
А 1 
формулой 


эт 
зх, —(т, 9 3. (П, 2; 6) 
Эта формула, разумеется, определяет ат как распределение; в самом деле, 
1 


7х7 Оказывается линейным функционалом от $; если, кроме того, последо- 

1 

вательность фу сходится к фв 9 при / > со, то, по самому определению 
д 


дФ; Ф 
этой сходимости, последовательность а сходится в к 5х7, а поскольку Т 
1 1 


9%, 
является распределением, числовая последовательность (т) сходится 
- 1 
к (т 0$ У; это рассуждение показывает что ( ӘТ ст емится к( эт ) 
б дх, і” рассу ' Оху ' 910 СТР дх, ’? 
дТ 
и, значит, = — является распределением. То же самое справедливо и для 
1 


дТ 92Т 
производных ——. Найдем теперь производную второго порядка ——. Имеем 
9х; дх; 9х; 


я е)= 097 ° 0х = )= (т. т 1 па). 


(ао. #)=— ЦЕ =) = (т, вы). (11, 2; 7) 
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дф _ 0% 
дх; 9х; ЕЕ 0х; дх; 
функции ф непрерывны. Отсюла мы заключаем, что 


Как известно, ‚ поскольку производные второго порядки 


оТ оТ . 
дж; дху == 0х) д, . (П, 2; 8) 
Пусть, в общем случае, р = (ру, р», .-.› Ри) — система п целых чисел 20. 


Под ОР понимают производную 


( д | д р 9 Уһ 
эк] 5) 05) 


Полагают | р|= р, + р -.. + рь — порядок производной. Тогда имеет 
место формула 





(ОРТ, «у = (— 1)” КТ, Ру. (П, 2; 9) 
Итак, 


Предложение 3. Всякое распределение Т имеет последователь- 
ные производные всех порядков, последовательность дифференциро- 
ваний можно менять. Имеет место формула 


(ОРТ. «у= 10)" (Т, ре), 


>=)”. |1 = Ў, рг 


= і= 1 


(И, 2; 9) 


Замечание. В частности, всякая непрерывная или хотя бы только 
локально суммируемая функция / имеет последовательные производные всех 
порядков; однако эти производные, вообще говоря, не являются функциями, 
Распределения по отношению к функциям напоминают в некотором смысле 
комплексные числа по отношению к вещественным; всякое алгебраическое 
уравнение с вещественными или комплексными коэффициентами имеет 
комплексные корни, всякая локально суммируемая функция или всякое 
распределение имеет последовательные производные всех порядков, которые 
являются распределениями. 

Пусть Б — дифференциальный оператор с постояи- 
ными коэффициентами 


р= х А,р?. (1, 2; 10) 


, 


Обобщение 


Транспонированным (иногда говорят сопряженных) дифференциальным опе- 
ратором называют оператор "О, определяемый равенством 


‘= х (=) 4,0”, (1, 2; 11) 
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Тогда имеет место формула 


(ОТ, +) = (Т, о). (П, 2; 12) 
Имеем 0 == р и 

(ОТ, Ф) = (Т, Ро). | (П, 2; 13) 
Например, если ДР) — лапласиан = У. то | 

(АТ, ф) = (Т, Дф). (П, 2; 14) 


2. Примеры производных в случае одного измерения, п — 1. Если 

Ј — непрерывно дифференцируемая функция, то, согласпо формуле (И, 2; 5), 

ее производная в смысле теории распределений совпадает с ее обычной 

производной. 

. Примем за Т функцию Хевисайда У, равную 0 при 

Разрывные функции х<0 и 4+1 при хр 0 (нет необходимости опре- 

делять ее ее при х = 0, так как эта точка является 

множеством меры нуль). Эта фундаментальная функция символического исчис- 

ления используется в теории электричества под названием „единичная сту- 
пенька“. Имеем 


(р) (И, 8) ЈО) О) ах = 


=— [ах = — вод: = Ф0) == 08, 9). (1,2; 15) 
0 


Таким образом, | 
. | Үү = 8. (П, 2; 16) 
Ипженеры-электрики называют ё „единичным импульсом“. Мы видим, что 


разрыв У проявляется у ее производной в виде точечной массы. 
Дальнейшие производные распределения 8: 


{8', Ф) = — (8, Ф) == — Ф (0); (П, 2; 17) 
5’ — это диполь с моментом —1, помещенный в начало координат!). Далее 
(000 ф) == 0—1)" 9" (0). (П, 2; 18) 


_ Обобщим это. Пусть } — бесконечно дифференцируемая функция (в обыч- 
ном смысле теории функций) при х < 0 и при х > 0, и пусть каждая из ее 


Г) По аналогии с „единичным, импульсом“ для ё’ можно употреблять термин 
„еднничное биение“. — Грим. перев. 
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производных имеет предел справа и предел слева в точке х = 0. Обозначим 
через о» „скачок“ т-й производной в точке х = 0, т. е. разность „предел 
справа минус предел слева“ !). Обозначим через }“, }”,... производные 
функции / в смысле теории распределений, а через {/“], {7°}, ... — рас- 
пределения, определяемые функциями, которые равны обычным производным 
при х < 0 и при х > 0 и не определены при х = 0. (Например, если є == Ү, 
то =, а {у} = 0.) 
Имеем 
0 со 


(Р, = — (7, фу = — [оде одах [-Г. (П, 2; 19) 


со 0 


ро) о) ах = пе О) 4 | Г Оу О) ах = 
0 0 


700) 0) [ С) (о) ах. (1, 2;20) 
0 
Аналогично 
0 0 
— Јо) фах=фус-оз®- [лсд сдах. (1,2; 21) 
Складывая, получим 


[= + | Гос ах, (1,2; 22) 


ГЛ од. (П, 2; 23) 
Здесь снова разрыв Х проявился у ее производной в виде точечной массы. 
Повторные дифференцирования приводят к предложению. 

Предложение 4. Имеют место формулы 

=] 95, 
И — и! ОИ 8, 

м... 89 
О” ато 6-9... од. 


') Удобен символ скачка [Г /(х) =1(х +0) —1(х—0); а= Г Л” (0). — 
Прим. перев. 


` 
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Например, функция, равная 0 при х < 0 и равная соѕ х (или зшх) 
при х > 0, имеет в качестве производной функцию, равную 0 при х < 0 и 
равпую — ѕіп х (или соѕ х) при х >> 0, с добавленным к ней расиределе- 
нием ё (или 0). В записи 


(У (х) соѕ ху = — У (х) ѕіпх- 5, 


(У (х) ѕіп х) = Ү (х) соѕ х. (1, 2; 25) 


1 
1 Ф гнкция — не определяет аспределепия ибо она 
Распределение ур = У х р распр ' 


не суммируема в окрестпости точки х = 0. 
Но, как известно, интеграл 


у Ур [0 а= Вт Г (П, 2; 26) 


=->0 
— оо > [х 122 


имеет смысл, если ФЕ % (и даже если Ф имеет ограниченный носитель и хотя 
бы один раз дифференцируема в начале координат); символ ур следует читать 
как „главное значение по Коши“ 1). Этот интеграл определяет, таким образом, 
линейную форму от Ф. Эта форма непрерывна. В самом деле, предположим, 
что последовательность ф; сходится к Ф в 5 при /->со. Рассматривая раз- 
ности Ф; можно всегда предполагать, что ф = 0. Пусть (— А, А) — ин- 
тервал, содержащий носители всех Й Имеем 


А 
( 0) — #0 
р [20 ^ Е ур [2099 4, (П, 2; 27) 


— со —А 





А 
ах 1 
Первое слагаемое равно нулю, ибо ур = =0 поскольку функция г не- 


четна ). Во втором слагаемом можно опустить символ ур, поскольку подинтег- 


ральная функция суммируема в окрестности начала координат. Формула конеч- 
ных прирашений дает 


| Фу (х) — $/ (0) 
х 


< тах |е; | (П, 2; 28) 


р ЕА #700) ах < 2А тах, (1,2; 29) 


-.0 


1) Глава 1, Дополнительные сведения об интегрировании, стр. 48. 
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что стремится к 0 при / > оо в силу определения сходимости о; к Ов 9, 


1 
Распределение, определенное таким способом, обозначается ур —. Имесм 





оо 
1 — $ (х) о. 
(ур, = әр —— 1х. (П, 2; 30) 
- оо 
В квантовой механике постоянно используются два распределения: 


5 1 1 
Нан | Ое 
в 1 = 5+ а”. (П, 2; 31) 


1 


Заметим, наконец, что функция 16| х |, будучи локально суммирусмой, 
задает распределение. При этом 


Саву. у = (|х|, #9 Ганева [- Г. (1,2; 30) 
— [вхо дах = — т Гек орах 
0 00: 
| ло Геб) | 
ЕЕ 6х ф(х)), + = 


іт СЕ || (П, 2; 33) 
#0 : х 


Но (в є) (Ф (е) — ф(0)) стремится к 0 при є > 0, ибо 
|е (=) — (0) | < е тах |9 |. 
а = =—>0. Заменяя поэтому (1с є) о (е) на 
| (169) Ф00) 4-1 е) (е (8) — Ф (0) 


и затем на (10е) Ф (0), получим окончательно и 


— ае) ах = пт сово и | (П, 2; 34) 
0 &=->0 * х 


7 Л. Шварц 
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Аналогично 


- о0о 


— Е (ках = Пт ‚деф [2% 20) «= | (П, 2: 35) 


Складывая, получим 


= аео [ар а (П, 2; 36) 


- жю іх > = 


откуда окончательно 


, 1 
. (ах = ур. (П, 2; 37) 


3. Примеры производных в случае многих переменных; п произвольно. 
Пусть функция Х бесконечно дифференцируема в области, дополнительной к ре- 
гулярной гинерповерхности ($). Пусть каждая частная производная функции } 
имеет предел в каждой точке гиперповерхности ($5) при подходе к (5) с любой 
стороны. Разность между этими пределами будет скачком соответствующей 
частной производной, который определен только при задании определенного 
направления „прохода“ через (5) и который меняет знак при изменении на- 
правления этого „прохода“; этот скачок является функцией, определенной на 
поверхности (5). Как и при п = 1, обозначим через ОР} производную функ- 
ции } в смысле теории распределений, а через {ОРУ] — распределение, за- 
давасмое обычной производной, которая определена при хё($) и не опре- 


делена при хС(5) [(5) — поверхиость, т. е. множество меры нуль}. Имеем 


ак 9)=—(7 =)-- Г]. ‚ еро) ах = 


—-].- Јев. ах, Гло ах. — (П, 2; 38) 


Хр 


Используя (П, 2; 32), получаем 


Г... [ах ... ах, Е Га. (П, 2; 39) 
ХХ —х 


где со — скачок функции / при пересечении поверхности (5) в направлении 
оси ху, взятый в точке .пересечения поверхности (5) с параллелью оси х1, 
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имеющей координаты хо, ..., х„. В произведении сур функцию Ф надо брать 
в той же самой точке. 
Далее, р 


2. = Г. 5 Гава а. [ 5 зах. (1,2; 40) 
. р" 


Поверхностный интеграл можно заменить интегралом 


Г... [ ое со»! 45, (И, 2; 41) 
(5) 


где 9, — угол, образуемый осью х; с нормалью к ($), направленной в сторону 
соответствующего „прохода“ через (5), т. е. в сторону возрастания х;. В этой 
форме интеграл, очевидно, не зависит от направления „прохода“, ибо если 
направление „прохода“ меняется, то соѕ?, и су меняют знак; нужно линь, 
чтобы направление „прохода“ было одним и тем же как для скачка функ: 
ции /, так и для ориентации нормали. Распределение 


(Т. у= |... | ор соѕ в, 45 (П, 2; 42) 


(5): 


соответствует массам, распределенным по поверхности (5) с поверхностной 
плотностью аусоѕ 0,. Символически это распределение можно обозначить, 


(3050$ 0,) ё. Тогда для любой производной 0. имеем формулу 


дх; 
д 
= {7 | (<. 608005, (П, 2; 43) 


которая обобщает формулу (П, 2; 23). Продифферепцируем еше раз: 
92}; К; 9 р 
—=)— —_ 0,)0 А 9.5 , ‚2; 
дл | дл | [6,08 01) 645] Е 91503065, (12:44) 
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где о; — скачок дя при прохождении через (5). Отсюда получается формула 


д? 
для м= У 5, которую мы хотим преобразовать. 
ГА Ё 
с у 0 ду 
а) Сумма » с,соѕ 0; равна скачку в, нормальной производной -—— == 


дч 


д 
= У, соз и. Скачок нормальной производной не зависит от ориентации 


1+ 
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нормали; изменить эту ориентацию — значит изменить знак как при вычислении 
скачка, так и у самой нормальйой производной и значит оставить неизмен- 
ным скачок нормальной производной. Можно непосредственно определить 





У, 
рис. 1 


этот скачок, пе рассматривая направления „прохода“, так как скачок равен 
91 97 
9,7 + 73 ( — сумме нормальных производных с обеих сторон (5). 
1 2 
Б) Имеет место формула 


(У 5 (3060$ 0,0(5)), ®)= 
і . 
==. ЈУ ота 4 |. У: 45. 1.2: 45) 


Это выражение не зависит от выбора направления нормали, изменить это 


д 


. > 
вующее распределение образовано диполями, ориентированными по нормали у, 
с поверхностной плотностью момента, равной — оо. Это распределение можно 


направление — значит изменить одновременно знак в, и знак 0% . Соответст- 


9 
обозначить у (606453) или 


9 Вау) 5 И 
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последнее выражение не требует никакого выбора направления „прохода“. 


Формула, которая обобщает вторую из формул (П, 2; 24), окончательно 
имеет вид 


а= 44714 (1 











ОЎ | ) ү. д К 9 А 
2 НЕ т бы дуг 0/1908) та» 
== {АЛ} + 5,545) +; О (айв). (П, 2; 46) 


Частный случай: Предположим, что поверхность (5) ограничивает 
формула Грина объем (У) и что / равна нулю вне (У). Формула 
(П, 2; 46) запишется тогда в виде 


(АУ. у= (у. а= | Ј.. [Аах = 


== ((4/], 71 05), Ка (705), #) = 


=ГГ.: Гама Г... Г.. Јл 45, (1,2; 47) 


откуда вытекает предложение: 





Предложение 5 (формула Грина). 
ГГ. ‚ [бле—еалах- |.. Ја жат) =0, (П. 2; 48) 


где у; — внутренняя нормаль. 

Можно было бы и обратно. вывести формулу (П, 2; 46) из формулы 
Грина (Н, 2; 48). 
Функция 1/г”-2? гармонична в области, дополнитель- 
у ной к началу координат. В самом деле, для функ- 
гы их ции ў, зависящей только от г, имеем (в смысле 
п-2 и г ’ теории функций) 

вК" 0 ар 0 ар х 

— і 

дхр ‘д агт’ 


0 аг [х\ а! м *. 
зая (5) ва). (1,2; 40) 
: 


, Е 
Ар АИ. (П, 2; 50) 


Лапласпан функции 





\ 
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Таким образом, гармоническая, т. е. удовлетворяющая уравнению АЈ == 0, 
функция от г удовлетворяет дифференциальному уравнению типа Эйлера: 





47 — (П, 2; 51) 
которое имеет решением 


= (1,9; 59) 


где А и В — постоянные. 

Константа является гармонической функцией всюду, но функции 1/г”-? 
(при п == 2) и 1=(1/г) (при п=2) имеют особенность в начале координат. 
Они к тому же суммируемы в окрестности начала координат (ибо п— 2 < п) 
и, значит, определяют некоторые распределения. Мы хотим отыскать лап- 
ласиан такого распределения. Мы должны ожидать, что получим распределе- 
ние, сконцентрированное в начале координат. 


Первый метод Имеем (А, )= (==. 49) = 
ГУ. Е ганаа Г... атава (П, 2; 53) 
Интеграл ГГ.. и 5 Афах можно вычислить по формуле Грина (П, 2; 48) 


для объема и? определяемого неравенством Ге и ограниченного сферой 
(5.): 7 = є; или, Что сводится к тому же, можно заметить, что этот интеграл 
равен (р., Афу = (Лр,, $), где р, — функция, равная 0 при г << є и равная 
1/7%—2 при г> є, и применить ‘формулу (П, 2; 46) к поверхности Г = є, на 
которой функция р, имеет скачок. Пусть направление „прохода“ и направле- 





ние нормали выбраны внутрь области, тогда Учитывая, что 


у дг" 


1 


получаем 


ПЕЕ 


-- Г. Е 1 ааъ. я 45. (1,2;54) 
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дф ло; 9 
Когда є —> (), производная 5 = р д, остается ограниченной, ПЛОЩАДЬ 
1 


поверхности интегрирования равна 921-1, где 5, — площадь единичной сферы 
в А", и, значит, первый поверхпостный интеграл в правой части формулы 
(11, 2; 54) имеет порядок <, т. е. стремится к 0 вместе с є. Второй интеграл 
можно записать в виде 


Г. т” 20045 |. .7- 29-9 62) — $045. (П, 2; 55) 


Первыя интеграл в формуле 2:55) равен — (п — 2) (0) 5,. Второй же 
стремится к 0 вместе с є, поскольку разность 


вози 81УЯ з |а [Унаа 











і=1,2,...,п 
е. ей 
имеет порядок = и весь интеграл также имеет порядок == Окон- 
Е 
чательно 
1 
(Аг, )=— @— 2) 5, 0) (1, 2; 56) 
или 
п. 
1 Эа? 
А-а = — (0 — 2) 5,8 = —(и— 2) — 8. (П, 2; 57) 


Обозначим через Ф (г) среднее функции ф по сфере 

Второй метод радиуса г. Используя прием вычисления кратного 
интеграла посредством интегрирования по поверхности 

сферы радиуса г и последующего интегрирования по г!) и учитывая, что 


0045 = $"), 
[х 1=7 
будем иметь * 


бт 9-65 05 





= $, Г Муун (ағ. (П, 2; 58) 


1) Глава 1, предложение 31. 
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Известно, что лапласиан инвариантен при вращениях вокруг начала координат. 
Отсюда можно вывести (мы это примем без доказательства), что 


о а 21а - 
Др == Др (г) Ф (р). (П, 2; 59) 


Р 


Тогда правая часть формулы (П, 2; 58) принимает вид 





5, [и аг, [| У (в — 2) аг = 
0 0 
. == 5,1797 (п 2) = — (и— 2) 8,900) = 


== — (и — 2)5,2(0), (П, 2; 60) 


что совпадает с (П, 2; 56). Отсюда мы снова получаем (П, 2; 57). 
1 
При п = 2 функция тлу = 1 и имеет лаиласиан, равный нулю; в этом 


случае именно 15 (1/7) имеет лапласиан, сосредоточенный в начале координат; 
этот лапласиан может быть вычислен аналогичным образом. Резюмируем. 


1 


Предложение 6. А == — (п — 2) 5,0 при целых положитель- 
ных п, отличных от 2; Аа = — 255 при п = 2. 
Частные случаи: 
А |х| = 28, п = 1, ] 
д —=— 48, п. (1,2; 61) 


В дальнейшем мы рассмотрим приложения этих формул к теории 
ньютоповского потенциала. Известно, что потенциал распределения зарядов 
с плотностью ў удовлетворяет уравнению Пуассона АО = — 47}, если плот- 
ность ў достаточно регулярна. Если вместо распределения зарядов с плот- 
ностью / мы возьмем единичный заряд 4-1, помещенный в начало координат, 


1 
т. е. если мы возьмем распределение 8, то его потенциал С будет равен 3 


этот потенциал также удовлетворяет уравнению Пуассона (П, 2; 61). На 
самом же деле уравнение Пуассона в общем случае мы получаем именно из 
уравнения Пуассона для элементарного заряда. 


$ 3. Умножение распределений 108 





$ 3. Умножение распределений 


Перемножить два произвольных распределения 5 и Т нельзя. Так, на- 
пример, пусть Х — локально суммируемая функция; она определяет некоторое 
распределение; но /? не имест оснований также быть локально суммирусмой 


(пример: при п = 1, уо) = =, 0) = =) и, значит, не определяет 
Их | |х] 


никакого распределения. Чем „иррегулярней“ Т, тем „регулярней“ должно 
быть 8, для того чтобы произведение 57 имело смысл. Мы ограничимся опре- 
делением произведения, когда одно из двух распределений произвольно, а дру: 
гое является бесконечно дифференцируемой в обычном смысле функцией. 

Итак, пусть х такая функция; определим Т, где ТЄ 9’. Предположим 
сначала, что Т = ў — локально суммируемая функция. Мы хотим, чтобы 
в этом случае х7 было обычным произведением: 


(и. = ||... аб) о)) одах 
р? 


= ГГ... лос зоо )ах = (7, а). (1,3; 0) 


94 


Итак, мы пришли к тому, чтобы определить произведение «Г при про: 
извольном Т предложением: 


Предложение 7. Пусть Т — произвольное распределение, 
х — бесконечно дифференцируемая в обычном смысле функция, тогда 
существует произведение аТ. определяемое формулой 


(Т, $) = (Т, а). (1, 3; 2) 


Эта формула определяет аТ как некоторое новое распределение. Правая 
часть на самом деле вполне определена (ибо функция аф бесконечно диф- 
ференцируема в силу формулы Лейбница для высших производных произ- 
ведения, а ее носитель содержится в носителе ф и, значит, ограничен), 
Правая часть зависит от ф линейно. Наконец, если функции ©; сходятся 
к Ов при / оо, то их носители остаются в фиксированиом ограничен» 
ном множестве, и, значит, то же самое справедливо для аф;, а каждая из 
производных функций ф; сходится равномерно к 0, и, значьт, в силу фор- 
мулы Лейбиица, то же самое верно для каждой из производных функций ар. 
Мы видим, почему существенно, чтобы а была бесконечно дифференцирусмой 
в обычном смысле. И все же пусть Т — распределение „порядка < т“. т. к. 
распределение, продолжимое до линейного функционала, непрерывного пк 
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пространстве 5 т раз непрерывно дифференцируемых функций с ограни- 
ченными носителями. (Пространство 5” снабжается топологией, аналогичной 
топологии .%, но использующей только равномерную сходимость всех про- 
изводных порядка < т функций ф;-) В этом случае можно определить 27, 


если а является функцией, только т раз непрерывно дифференцируемой 
в обычном смысле. 


Примеры: 


(ад, ф) = (0, эф) = а (0) (0) = (а (0) 2, $), (П, 3; 3) 
откуда 
ад = а (0) ?. (П, 3; 4) 


„Всякое произведение, в которое входит 8, пропорционально 8. (Заметим, 
что 5 есть распределение „порядка 0“ и аё определено, коль скоро функ- 
ция а непрерывна в начале координат.) В частности, при п = 1 


На прямой (п = 1) имеем 


508", фу = (0, аф) = — (аф), == 
== — 0(0) ф' (0) — а (0) < (0) = (а (0) — а^ (0) 8, $), (П, 3; 6) 


откуда 
од" == а (0) - =’ (0). (П, 3; 7) 
В частпости, 
х = --0, х20’—0. (П, 3; 8) 
Вообще 
хб) — — тб" О, (П, 3; 9) 


Имеет место следующий важный результат. 


Предложение 8. Для того чтобы распределение Т на прямой В 
п = 1) удовлетворяло’ соотношению 


ХТ == 0, (П, 3; 10) 
необходимо и достаточно, чтобы Т было пропорционально 8: 
Т = Сё. (1,3; 11) 


[Иначе говоря, распределение 8 с точностью до постоянного множителя 
является единственным собственным вектором оператора умножения на х, 
соответствующим собственному значению А == 0. Для произвольного веще- 
ственного собственного значения Х таким вектором будет ё (х — №).] Мы 
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только что видели, что хб = 0. Доказывать нужно обратное. Пусть 7 уло- 
плетворяет соотношению (1, 3; 10); имеем 


(ХТ, ©) = (Г, хоу = 0. (11, 3; 12) 


Таким образом, Т равно нулю на всякой функции у Є 2, имеющей вид 

= хф, ФЕ 9. Но для того, чтобы функция у из 9 имела вид хф, необ» 
ходимо и достаточно, чтобы у обращалась в нуль в начале координат: 
х (0) = 0. [Это, очевидно, необходимо; это достаточно, ибо если у (0) = 0, 


то функция Фох) = 200 будет бесконечно дифференцируемой (в точках, 


отличных от х = 0, это очевидно, а формула Тейлора, примененная к функ- 
ции х, показывает, что это справедливо всюду).] Пусть теперь 0 — фикси- 
фованная функция из 9, такая, что 0 (0) =1. Для любой фЄ 9 имеем 


9=®-Х, 
=400). х0=0. (198219) 
Отсюда получаем Т (у) = 0 и, значит, 
Тф) = АТ (0) = Сф (0), (П, 3; 14) 
жде С == Т (95, что дает Т = Сд. 
Ч. ит. д. 


Замечание. То же самое предложение будет справедливо, если заме- 
нить х произвольной бесконечно дифференцируемой функцией х, имеющей 
в начале координат единственный нуль и притом порядка 1. Ибо в этом 


х 
случае функция —- будет бесконечно дифференцируемой, а из «Г = 0 выте- 


жает, что ХТ = = АТГ = 0 (и наоборот). 


Предложение 9. Имеет место формула дифференцирования 
т роизведения 


д ӘТ 
от Та т (И, 3; 15) 


В самом деле, 


(== ет). 9) = — (ат. = 32) = (7, а ——— 25. 
Ст. 9007. т (1, 3; 16) 


9) (9 к; эк (9). . 
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Учитывая линейность ТГ, достаточно показать, что 


дф да 


д 
— & дх; — 95; 9 — 9х; (9%), (П, 3; 17} 


а это есть формула дифференцирования для ах, записанная несколько иначе, 
чем обычно. 


$ 4. Топология в пространстве распределений. 
Сходимость распределений. 
Ряды из распределений 


Говорят, что распределения Т, сходятся к распределению Т при / > ос. 
если для любой функции Ф Є 9 комплексные числа (Т, ф) стремятся к ком- 
плексному числу (Т, $) при /-> 25. Введенная здесь сходимость является 


простой сходимостью 1), если рассматривать Т и Т, как функционалы: 
над .%. 


Говорят, что ряд У Т, суммируем к сумме Т, если для любой $Є 9 
1 


числовой ряд У (Т; $) суммируем к сумме (Т, $). То же самое определе- 
ѓе. 


пие дается для сходимости ряда, когда / является множеством № целых. 
чисел > 0. 


Предложение 10. Пусть Т, — такая последовательность рас- 
пределений, что когда ]—20 числовая последовательность (Т }, 2» 
при любой функции ФЕ Ф имеет предел. Тогда последовательность Т, 
сходится в 9’ к некоторому пределу. 

Пусть У, Т, — такой ряд из распределений, что для любой Є ®% 

1Е/ 
числовой ряд Ў (Т,, $) суммируем. Тогда ряд УТ, суммируем в 9. 
1! 16 / 


Аналогичное утверждение справедливо для сходящихся рядов. 
когда 1 == №. 

Эти различные утверждения. естественно, эквивалентны. Рассмотрим 
первое. Если последовательность (Т,. ф) имеет предел при ]->20. то этот 
предел можно обозначить (Т, $). Тем самым Т определяется как функционал 
на 9. Этот функционал, очевидно, линеен. Если бы удалось ‘доказать, что 
фупкционал Т непрерывен. то функционал Т был бы распределением. а по- 
скольку Т; сходятся к Т. теорема была бы доказана. Однако пепрерыв- 
ность Т есть весьма специальное явление, связанное с линейностью функцио- 


- га 


1) То есть не равномерной. — /Трим. перев. 
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——— 


налов и со специфическими свойствами пространства %. В действительности 
не является обычным, чтобы простой предел непрерывных функционалов 
был непрерывен. Непрерывность Т мы примем без доказательства, которое 
достаточно деликатно. 


Предложение 11. Пусть функции ў, сходятся к предельной 
функции ў} при ј оо в смысле простой сходимости почти всюду, 
и пусть ў; мажорируются по модулю независимо от ј локально сум- 


мируемой функцией р. Тогда распределения ў, сходятся к распреде- 
лению ў}. 


В самом деле, в силу теоремы Лебега о сходимости последовательности 


интегралов, интегралы ГГ ... [вах стремятся при / > со к интегралу 
п 


Г Јах. 


Частный случай. Если локально суммируемые функции /, схо- 
Эятся к пределу ў при ј >оо равномерно на любом ограниченном 
множестве, то распределения ў; сходятся к распределению У. 


Предложение 12. Лифференцирование есть линейная непрерыв- 
ная операция в Я’. Если распределения Т; сходятся при ј > 20 
к распределению Т. то производные Т, сходятся к Т'\). Всякий сум- 
мируемый или сходящийся ряд почленно дифференцируем под зна- 
ком 

Предположим, например, что Т, сходятся к Т. Покажем, что Т, схо- 
дятся к Г’. Имеем «Г, у= — (Г, $’). Поскольку Т. сходятся к Т, это 
выражение стремится к — (Т, Ф) = (Т, ФУ. 

Итак, т (7,. 9) = (Т, $). а, значит, іт Т = Т”. 

јә ` ј Эсо 

Замечание. Напротив, известно, что если непрерывные и дифферен: 
цируемые в обычном смысле функции /; равномерно сходятся к пределу /, 
то { не обязательно дифференцируема в обычном смысле, и даже если она 
дифференцируема, производные Л, не обязательно сходятся к Г’ хотя бы 


в смысле простой сходимости. Однако [” всегда существует в смысле теории 
распределений и Л) всегда сходятся к /’в 9. 


1) Здесь ’ означает дифференцирование по какому-то из переменных х, 
х...., Хр — Прим. перев. 
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Предложение 13. Пусть ў, — последовательность функций, не- 
отрицательных при |х|.. ё. Е > 0 — фиксировано. Пусть 7; сходятся. 
к 0 при Ј/ > оо равномерно на любом множестве вида 0 < а $. 


5х1 «оо, п пусть, наконец, интегралы ГГ ... Гу о)ах 
1х1<а 
стремятся к |і при ј э оо, каково бы ни было а > 0. Тогда рас- 
пределения У; сходятся к дб при ј ос. 
В самом деле. пусть ФЄ 2. Имеем 


„9 7}. [ло одах = 


= }.. Јода | |. ‚Гас родая+ 


. 


1х|<а |х| <а 
+] ... Гео) 7 б)ах. (П, 4; Г 
| х|>а 
Оценим сначала второй член справа: 
0) — (01 < |х| ут тах |. (П, 4; 2) 
і=1, 2 





=1,2,..., 


Пусть М -— максимум модуля первых производных функции ф. Второй инте- 
грал оценивается величиной 


аүпм | | є одах. 


1х1 <а 
Выберем а < А, тогда предыдущий интеграл будет равен 


ГГ.. . є09ах < рр [одах 


іх1<а |х1<# 
Поскольку интеграл ГГ ... Г 7,09ах стремится к 1 при / оо, он огра 
1х <А 


ничен некоторой постоянной К. Тогда второй интеграл в правой части ра- 
венства (1, 4; 1) будет мажорироваться константой «КМ үп. Выберем 


а < ее, тогда второй интеграл в (П, 4; 1) не будет превосходить > 
зки үт тор р ( ) у р 5 
при всех /. 


Выберем теперь число а раз и навсегда так, чтобы оно удовлетворяло 


предыдущим условиям (2 А, а< ) и, кроме того, столь малым, 


Е 
зКкм үп 
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1 
чтобы носитель ф содержался в шаре |х| <: Тогда третий член в правой 
части равенства (11, 4; 1) будет стремиться к 0 при / > оо, поскольку Л, 
равномерно сходятся к 0 при а < |х 





< Поэтому существует такое |, 


. . Е 
что при / > Л этот третий член будет мажорироваться числом = 


З 
Наконец, первый член равен #0 ... [ лсдах. Поскольку инте- 
14| <а 
грал ГГ ... [ лсдах стремится к 1 при /— ос, этот первый член стре- 
1х1 <а 


мится к Ф(0) при /-» оо и, значит, существует такое /., что при /> Л 
он отличается от ©(0) самое большее на 5. 

Пусть теперь Л, == мах(Л, /2), тогда при любом / >. Л будем иметь 
КГ» $) — 6, Ф) | < е, что и требовалось доказать. 


Замечание. Предположение /; 20 при [х| <А не является необхо- 
димым, его можно заменить предположением: при подходящем фиксирован- 


ном А > 0 интегралы ГГ ... Пл со |ах ограничены при всех / некото- 





ГА <А 
рой постоянной К. 
Примеры. 
1) Функция ‚ 
[ 0 при |х|[>ь, 
И | а при |х| <= 


стремится к распределению 8 при е > 0. В самом деле, /, > 0 всюду; прн 
[х| >. а функция Г. равна нулю, коль скоро є < а; наконец, если є < а, то 


ГГ... [дах = ГГ... Ју (П. 4; 4) 


|&|<а х |<: 





где У. — объем шара радиуса =; этот объем в точности равен =”5„/й, а зна« 
чит, интеграл от ў, равен все время 1. . 
2) Функция И 
т 


= утуе (П, 4; 5) 


сходится к 8 при є» 0. 
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Во-первых, /. >> 0. Во-вторых, при |х| 22а эта функция мажорируется 
а? 


величиной уут" которая стремится к 0 при г> 0. Наконец, 
интеграл 
Гр еа р ае ах 1,456) 
а е" (Их) (Их) 


а 
< = 


стремится при =—>0 к интегралу 


т 
7. Гон" х= 1. (П, 4; 7) 


Заметим, что вместо предыдущей функции можно было бы взять 
функцию 


ше ®, _ (П, 4; 8) 


ГГ... [е-тах=1. | (П, 4; 9) 
рп 


Предложение 14. Для того чтобы тригонометрический ряд 


ибо 


оо 
У ае!" (п = 1) был суммируем в 9’, достаточно, чтобы его 


= –оо 
коэффициенты мажорировались по модулю при Ё > 2о степенью А| В|" 
индекса |5 | с подходящим а > 0. 

Опустим сначала член а; и рассмотрим ряд 


4 рых П. 4: 10 
во 


где В — целое > а. Общий член этого ряда мажорируется по модулю вели- 
чиной А/А?, и, значит, ряд (П, 4; 10) равномерно суммируем на вещественной 
прямой, а его сумма является некоторой непрерывной функцией Г. 

Дифференцируя почленно В--2 раз в смысле теории распределений, 
получим 


„х ае а, 3, (П. 4; 11) 


„ 


что и требовалось доказать. 


$ 5. Распределения с ограниченным носителем 113 





Кроме того, мы видим, что сумма этого тригонометрического ряда есть 
периодическое распределение периода 1, равное сумме постоянной д, и нро- 
нанодпой, в смысле теории распределений, некоторой периодической пепре- 
рывцой функции У. Попутно мы видим, сколь многочисленны тригонометри- 
ческие ряды, сходящиеся в Я. Подобный ряд позволяет представить рас- 
пределение посредством ряда из функций и даже посредством ряда ия 
бесконечно дифференцируемых в обычном смысле функций, а именно 
экспопент. 

Можно показать, что всякое периодическое распределение разложимо 
в 9’ в тригопометрический ряд и что достаточное условие сходимости 
(|4а,| при || > со мажорируется степенью |А |* с подходящим а) являетея 
также необходимым. 

Например, можно показать, что ряд 


оо 
У, ел (П, 4; 12) 
в= – оо 
оо 

сходится к периодическому распределению Ў) би, образованному массами 

{= — со 
+1 в каждой точке с целочисленпой абсциссой. Дифференцируя, получим 

оо оо 
У) О)” еі У 00. (П, 4; 18) 

= – 20 = —0о 


$ 5. Распределения с ограниченным носителем 


Пространство $ — это пространство комплекснозиач- 


ных бесконечно дифференцируемых функций на А" 
с произвольными носителями. 


Пусть Т — распределение с ограниченным посителем К, а ф — фуикция 
из &. Пусть а — функция из 5, равная 1 в некоторой окрестности носи- 
теля К распределения Т. Тогда 2269 и (Т, афу вполне определено. По- 
кажем, что это число не зависит от выбора функции а. Если 8 — какая-либо 
другая функция из 2, равная 1 в некоторой окрестности К, то (а — В) ф— 
функция из 2, носитель которой лежит в дополнении к К. Следовательно, 


(Т, аф) — (Т, В) == (Т, (а — 8) Ф)=0. , (11, 5; 1) 
Ч. и т. д, 


Пространство $ 


Мы можем поэтому положить | 
(Т, у= (Т, аф) для любой ФЕ. . (0, 5; 2) 


8 Л. Шварц 
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Говорят, что последовательность Ф) сходится к 0 


Топология, 

в 5, если эти нкции, а также любая из их про- 
или понятие 5 И функции, Юю А и пр 
сходимости в 5 изводных, равиомерно сходятся к на всяком 

компакте. 


Теперь легко видеть, что всякое распределение с ограниченным поси- 
телем является линейным функционалом, непрерывным па &. 

Обратно, линейный функционал / (9), непрерывиый на 8, определяет 
некоторое распределение с ограниченным носителем. 

В самом деле, 

1) всякая функция ф, принадлежащая 9, лежит в $, и если 9,—0 в 9, 
то а ТогНой фу ->0 в ё. Следовательно, /, является линейным функционалом, 
непрерывным на 5, и, значит, определяет такое распределение ТЕ’, что 


у 10%) = (Т, $) для любой Ф699. (П, 5; 3) 


2) Распределение Г имеет ограниченный носитель. В самом деле, если бы 
носитель Г был не ограничен, то можно было бы найти функцию 5,69 
с носителем, лежащим в дополнении к иитервалу |х| < и, и такую, что 
(ТГ, $.) = 1. Но о, > 0 в 6, и поскольку ГД, по предположению, непрерывеи 
на $, последовательность [.(©„) должна была бы сходиться к нулю. Таким 


3) Равенство 
[. (2) =<Т, $) (П, 5; 4) 
справедливо при всех © из &. В самом деле, пусть х; — последовательность 
функций из 9, такая, что а(х) = 1 при |х| < ји а; (х) = 0 при | х| > 2]. 
Тогда 269 иаф->ф в $, когда / -> оо; следовательно, Г (аф) стремится 


к [. ($). Но при достаточно больших 7 носитель К распределения Т содер- 
жится в интервале |х| <] и, согласно определению (П, 5; 2), 


(Т, $) = (Т, а у. (П, 5; 5) 
Но в силу (11, 5; 3) 
Т, а у = 1. (аф) при всех 1. ` (П, 5; 6} 
Поэтому при достаточно больших 7 имеем 
(Г, +) = 1. (а), {П,5;7 
откуда путем перехода к пределу и получаем высказанный результат. 


Резюмируем: 
Предложение 15. Распределения с ограниченным носителем 
образуют векторное пространство 6, которое есть не что иное, 


как пространство линейных функционалов, непрерывных на про- 
странстве 6. 
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УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ И 
Распределения на прямой 


Упражнение 11-1. Пусть У (х) —функция Хевисайда; вычислить в смысле 
теории распределений: 


(== ^) У (х) ем, 





(её уо ) пә, 


а" х" Н 


РТС У (х) ————— "= т при целом т >> 1. 


Упражнение 1-2. Вычислить, в смысле теории распределений, всё 
производные |х |. 


1 
Упражнение 11-3. Все производные должны вычисляться в смысле 
теории распрелелений. 
1°. Вычислить все производные |соѕ х |. 
2°. Вычислить все производные распределения (/ (х), задаваемого формулами 


[51 при (26—10) 5 х < (241) 5, 
О (х) = 
атын (+ 1) 2 5-х < (2 3) 9 


где А принимает все целые четные значения, положительные, отрицательй 
и пуль. 


3°. Получить вновь результат пункта 1°, применяя формулу (П, 3; 15) 
к соотнощению |соѕ.х | = (х)созх. 


Упражнение 11-4. Проделать упражнение 11-3, заменив | соѕ х | па | ѕіп х | 
и О (х) на распределение У (х), задаваемое формулами 
[Г при 229 < х < (284-1) =, 
09| —1 при (22-1) т< х < (9+9) к, 
где А принимает все целые значения, положительные, отрицательные и пуль, 
Упражнение 11-5. Вычислить, в смысле теории распределений, произ“ 
водные порядков 1, 2, 3, 4 двух распределений; 
Т= |х |5іп х, 
То | х |соѕ х. 
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Упражнение 11-6. Найти распределение Р (В = Ү (#) / (7), где У — 
фупкция Хевисайда, а / (#) — дважды непрерывно дифференцируемая функция, 
которое удовлетворяло бы, в смысле теории распределений, уравнению 


а? ав р , 
ат 10 ар СР = т и, 
где а, Ё, с, т, п — данные константы. 


Частные случаи 

1°. а=с=1, = 2, т=п 1. 

2. а-=1, 6—0, с=4, т=1, п=0. 

37. а=1, 6—0, с 4, т=- 2, н 1. 

Упражнение 11-7. (Письменный экзамен, Париж, 1958.) Пусть О (х) — 
функция веществениого переменного х со следующими свойствами: 

а) @(х) равна нулю при х < — 1 и при х 1; 

в) О(х) бесконечно дифференцируе ма в каждом из интервалов — 1 < х <, 
< х < 1, где & — данное число, —1 << 1; 


с) функция О и ее производпые имеют разрывы первого рода в точках 
х= — 1, =, х=]. 


Первый вопрос 

2а 
4х? 
производная берется в смысле теории распределений, через обычные про- 
изводные. 


П редставить выражение 





+ «20 (о — данное вещественное число), где 


Второй вопрос 
Возможно ли подобрать функцию О и постоянные х и В так, чтобы 


аа 3 
2 4 529 = 04-а 1) В) (0 





(ау означает единичную. массу в точке а). Показать, что, за исключением 
случая, когда «=А >, где А — целое ==0, эта задача имеет одно и только 
одно решение. Найти О и постоянные а и В. 

Третий вопрос ‘ 


Пусть ф — искомая функция из 9, про которую известно только, что 
она удовлетворяет соотношениям 


2. | 
по), 90—01. #1), (2) 
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где функция ф и постоянные Ё и М известны. Показать, что формула (1) 
позволяет вычислить ф (5) для любого & в интервале (— 1, 1), если только о 
не принимает исключительного значения. 


Упражнение 11-8. Пусть дано дифференциальное уравнение ніце 
порядка: 


(ва +) фь (х) = — 4р (х), 0) 





которое подлежит решению так пазываемым методом функции Грина, 
Функцией Грина называется функция, дающая решение уравнения 





(С +) а(х, х”) = — 416 (х — х”), (2) 


где на этот раз источником является распределение Дирака в точке х’. 
Заставим х изменяться в интервале (0, +- оо) и предположим, что (х) 
интегрируема в этой области. 


1°. Интегрируя уравнение (2), показать, что функция 0. а, (х, х’) имеет 


в точке х = х! скачок, и вычислить этот скачок. 


2°. Пусть и, (х) и и. (х) — два линейно независимых решения однородного 
уравнения 





(Чена =0. об 


Тогда функция Аи, (х) 25(х.), где хх — наименьшее из чисел х их’, а х. = 
наибольшее из чисел х и х’, № — постоянная, не зависящая от х и х’, бу- 
дет функцией Грина. 


3°. Показать, что если у, (х) и О, (х, х”) подчиняются одним и тем же 
грапичным условиям, то 


фб) = || 0,0, х)р(к) ах". 
0 


у 


°’ 4. Найти соответствующие Фф, (х) и О, (х, х”) при следующих краевых 
условиях: | 


а) ф, (0) = 0, 


в) Ф, (х) эквивалентна е при х > оо. 
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Упражнение П-9. 1°. Показать, что для любой бесконечно дифферен- 
цируемой функции ф на А и для любого ограниченного интервала (а, б) 
интегралы 

ь ь 
Г зт (о) ах и Ј созлх ф(х) ах 


а а 


стремятся к 0, когда \ —> оо. 
2°. Вывести отсюда, используя разложение 


ф(х) = Ф (0) -- (ф(х) — Ф (0)), 
что распределение 
ѕіпАх 
х 


сходится в 9’ к пд, когда \ > оо. 
3°. Показать, что при вещественном Х отображение 





ФЕЯ -> ур Ј 0 (хах 


задает некоторое распределение, обозначаемое 


соѕ Ах 
х 





Показать также, что это распределение стремится к О в 5’, когда } > оо. 
Упражнение 11-10. Чему равны пределы в 5’ при й -» оо функций 


п тт 
—— е ПХ, 


Уз 





7 а) 7, (х) = 


в) Р, (х) = | у, 0а. 


Упражнение 11-11. Показать, что умножение на функцию а Е $ является 
линейным непрерывным отображением 5’ в 9. Найти пределы в 5” при 
а > 0 функций 


2. ах а >> 0 
х? + а? и х? а? ` Ф“. 


Упражнения Ио 





Упражнение 1-12. Найти пределы в 57’ при А —>0 следующих расире- 
делений: 


5, — 6 
й) ЕА) 
а) ( т ( , 
в) боту 1 бот — 280) , 
412 
~ 1 . 
(пр) — Си) В + ШЫ + (- Т)РЄ?% ор) в- ..” (= 175 ви) 
с) О уд ор и т иыЫыЫ—ЯбФ=— т 
Р п! 
где Са трут . 


Упражнение 11-13. Для простоты будем рассматривать случай веще- 
ствешюй прямой А. 

При целом ж 7. 0 символом 5” обозначается пространство комплексио- 
зпачпых, и раз непрерывно дифференцируемых функций, определенных на № 
и имеющих ограниченные носители. Пространство 9” снабжается следующей 
топологией: 

фу» в 9", если носители всех Ф; содержатся в одном и том же огра- 


ничениом множестве и если для любого целого р, 0 < р < т, производная 


М 
ЧФ, а?Ф 
—-—; равномерно стремится к —. 
ах! ах? 
Расиределением порядка" _ т на прямой называется элемент топологи- 


‚т 
ческого пространства 2 двойственного 2”, то есть линейная форма, не- 
прерывная па пространстве 9”. 
Распределения порядка 0 называются также мерами. 
1°. Показать, что для любого целого т_>.0 из ТЕ" вытекает, что 
, "п 
Т Є < . Показать, что для любых целых тиисти 20 из ТЄ вы: 
"т 
текает, что ТЯ. 
2°. Показать, что при любом целом т_>.0 распределение 84”) 


> (— 1)" (0) 


"т 1) . 
принадлежит 5, по не принадлежит никакому %` при / < т. 
3°, Показать, что отображение, сопоставляющее функции ФЄ 9 число 


задает некоторое распределение, не являющееся распределением конечного 
норядка. 
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Упражнение 11-14. І. Пусть дано отображение, которое сопоставляет 
функции Ф Є 0 число 


и [Фены Г 4) 20 ах 229. 


[Символ Р? перед интегралом означает „конечная часть“ (раге Нме).] Пока- 
зать, что это отображение задает некоторое распределение, обозначаемое 


РЕ. | Символ РЕ перед функцией означает „псевдофункция“ (рзеи4о Топс- 





боп); Р 
расйределений. 
П. Показать, что отображение, сопоставляющее функции ФЕ. число 


рг ах = іт АГЕ #0) ах- боот, 
0 


Ү (х) 
—. 








І | вычислить а (У 1 в смысле теории 
7° ; де (УР ле теор 


задает распределение, которое обозначается РЇ 


Проделать то же самое для отображения функции Ф Є 9 в число 


рг 20 ај #09 ах 59 оме 








Ү (х 
Задапное таким образом распределение обозначается РЁ 69 . 


У (х) 
Вычислить производную распределения Рі. 


Ш. Распределение рі 620). [соответственно ре задается фор- 
мулой " 


0 е 
Ү(— х) — $ (х) и; Ф(х) __ 
(РЇ =, Фу =рЕ [ 3-х | [ . 0х — Ф(0) 8 Я 
[соответственно формулой 


0 —в 


=—>0 
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Вычислить производную распределения Рї Есау Показать, что 
ур = РГ 00 рр, 


и спова найти, используя результаты пунктов П и Ш, производную распре- 
1 
деления Ур-_, найденную в пункте 1. 


ТУ. Вычислить производпую распределения 


РТР! 2 ре 6-2). 


іх | х 





У. Найти все распределения Т, удовлетворяющие уравнению 


ХТ = ур. 


Упражнение 17-15. Вычислить х 600); построить линейные дифференци- 
альные уравнения, для которых распределение ёо было бы решением. 


Упражнение 11-16. Найти все распределения 7,, удовлетворяющие 
уравнению 


х"Т ,=1, п целое > 1. (Е) 


ГА 
Заметьте, что если Г, — пекоторое решение уравнения (Р,), то Ги, с точно- 
стью до постоянного множителя, является решепием уравиения (Е, . }). 


Распределения в В" 


Упражнение 11-17. Рассмотрим на плоскости (х, у) окружность (С) 
с уравнением х?-Р у2 = 1. Пусть О — распределение, задаваемое функцией, 
которая равна 0 вне (С) и равна 
16 р (х — а)? у? = 
(ах — 1)? а2у? 


внутри (С). Вычислить АУ в смысле теории распределений. 


Упражнение 11-18. Функцией Хевисайда У(х, у) на я Фет (х. у) 
называется функция, равная 1 при х > 0 и у> 0 и равная 0 в остальных 


точках. Показать, что в смысле теории распределений 
.. : 07 _; 
дх ду 
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Упражнение 11-19. На плоскости (х, у) рассматривается квадрат АВСР: 
А (1, 1); ВО, 0); С(3, 1; 200, 2). 


Пусть Т — распределение, задаваемое функцией, которая равна 1 внутри 
квадрата и 0 вне него. Вычислить в смысле теории распределений 


от _ от 
ду? 0х?‘ 
Упражнение 11-20. Обозначим через (С) конус 
0202 — х2>0, Е>.0, 2 
на плоскости х, Ё; о — заданная постоянная. Пусть Е (х, #) — распределение 
А в (С), 
Ё (х, = вне (С), 


где А — также постоянная. 
Вычислить в смысле теории распределений 
1 Е 92Е 
о? ав 9х2‘ 


Определить постоянную А в зависимости от © так, чтобы Е было фунда- 
ментальным решением !) лля оператора 


і 0? д? 
а? д2 0х’ 


Упражнение 11-21. Показать, что в смысле теории распределений 
9..0 | оз 
(5+5 5) (Бу) = Эко. 


Упражнение 11-22. Вычислить А (1е 2) в А2. 


Упражнение 11-23. Показать, что в А" при п>.3 имеет место, 
в смысле теории распределений, равенство 


1 1 
Ат |А ті при т< п — 2. 


2 2 
1) То есть чтобы (т Е = (5,1). Фундаментальным или элементар- 


ным решением для данного оператора называется такое распределение, которое дан- 
ным оператором переводится в $. — /7рим. перев. 
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А мое 


Вычислить, в смысле теории распределений, 


Ф 
уя). 
где Ф — бесконечно дифференцируемая функция. 
Примеры. ф== е7", ф== ѕіп Ал 1). 


Упражнение 11-24. Вычислить в А", в смысле теории распределений, 
р распр 
ДЕ (128-116 гу при 2 -—- п — четпом целом числе >0. 


Упражнение 11-25. Положим Е (х, Бун АҒ на плоскости (х, 0). 


Вычислить, в смысле теории распрелелений, 
дЕ —0?Е 
0 до’ 
Упражнение 11-26. В ЮЗ рассматривается функция / (ғ), зависяиия 
только от г= Ух?-- у- 22 и являющаяся при ғ = 0 решением уравнепии 


Аў а?у = 0. 


Написать дифференциалыюе уравнение, которому удовлетворяет функция 


(г) = ғу (г). Показать, что если {= Шт [7 (г)], то, в смысле теории рас- 
г>0 


пределепий, . 
(А- 22) 7 = 0, 


где ё — пекоторая постоянная = 0, которую надо вычислить. 
Упражнение 11-27. Найти элементарное решение для оператора 


д? д д 
дхду бу 180, 


где @ и б — два данных комплексных числа. 
Упражнение 11-28. Элементарное решение для оператора 
Е 


| 5 5 6 


1) Эти функции не являются бесконечно дифференцируемыми в к" В > начале ко- 
ординат. — Прим. перев. 
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1. Положим р == 2272 — х? — у?. 
1) Показать, что если функция / (р) зависит только от р, то 


в/=рл 


где 
ЮО == 40—= =. +6 ЕЖ (1) 
2) Обозначим через У, (р), где = > 0, функцию 


1 при ое, 
0] о | 
ри р< =. 
Вычислить, в смысле теории распределений, 
7. (р) 
0 5+, 
У 
где О дается формулой (1). 
3) Пусть Т — распределение, зависящее от р; показать, что для любой 


бесконечно дифференцируемой функции $ переменного р с ограниченным но- 
сителем имеет место равенство 


(ОТ, Ф) = (Т, 0*$), 


где 2* — дифференциальный оператор, который надо найти. 
П. Обозначим через (С) волновой конус будущего в пространстве 


(х, у, В: 
В — х? — у?) 0, 
ё 52 0. 
Пусть Е (х, у, #) — распределение, залаваемое формулами 
4 1 
т С А 
Е(х, у, ё) =: № Ма х2 у? в (С) 

0 вне (С). 


1°. Показать, что для любой бесконечно-дифференцируемой функции 
ф(х, У, Ё) с ограниченным носителем имеет место равенство 


(ПЕ, => Г га Л Г рси (2) 


[В качестве новых переменных берутся ь и полярные координаты ги 6 
на плоскости (х, у).] 
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2°. Для произвольной функции ф(х, у, 2) Є 2 положим 


} _ 
А Ф {гсоѕ 0, езіп 0, — Ут  о2 
о) в (3) 


Принимая без доказательства, что Пе=р*, показать, что 
2. Ф \ 
Е, = 2 [у (4) ]. 
(0 Ф) то е0 ар р=еЕ 


Ш. Обозначим, при фиксировапных г и #, через Ф(г, Ё) среднее функ- 
ции ф(х, у, ѓ) по окружности х?- у? == г. 
1°. Показать, что 


< со — оо 
ша ==] ре. гат / Тур) “и 
(= ове 9 | аф) 9) 9017" 0" +=) (у |" 
0 0 
2°, Интегрируя по частям второй интеграл в правой части, показать, что 


4. яо е ( у) . 
(-% в ЗуУЕ® 0, 1+ А(; $), 
где Уе АС; ф) > 0, когда =->0. 

3°. Вывести отсюда, что распределение Е (х, у, #), приведенное в пункте П, 
ивляется искомым элементарным решением, 





ГЛАВЛ Ш 


СВЕРТКА 


$ 1. Тензорное произведение распределений 


1. Тензорное произведение двух распределений. Пусть Хи У? — 
два евклидовых р тип измерений с текущими точками 


ХХ, х,..., Ха) и (У ,..., У»). Обозначим через 7+" произведение 
Хх" х У ото точек 


(Ху) == (х1, Хо 6.6, Хт У» У 5 Уп). 
Это — евклидово пространство т-- п измерений. 

Пусть /(х)— числовая функция на Х”, (у) — числовая функция на У”. 
Тензорным произведением этих функций о) 20) мы называем функцию 
й(х, у) = (х) (У), определенную на 2+", 

Если, в частпости, Г и © локально суммируемы на Х” и У", то А будет 
локально суммируемой на 2", так что можно надеяться распространить 
тензорное произведепие на распределения. 

Обозпачим через (9),, (%),, (9), у простраиства 5 бесконечно диф- 
Ферендирусмых функций с ограниченными посителями па пространствах Х”, 

‚ ХР Ү" соответственно; (9/),, (4'),, (97), у — соответствующие про- 
рать распределений. Пусть ф(х. ууЄ(9),, у функция вида и (х)о(у), 
где и(х)6 (9), а 9(у)6(2),. Тогда 


(ло) в 0), изу) = |... [Лод вис ахау 


ХТ х уп 
= [/сфисфах |в (у)о (уау = и)<в, 9), (Ш, 1; 1) 
А" уп 


Если же функция ф не имеет такого вида, то можно воспользоваться пра- 
вилом Фубини: 


дв ЕО», #0 у) Г... [УФЕ дах = 


Хх уп 


= | одах Гео) уйу (0), (50, #6. Уз), 12 


х" ү" 
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и аналогично 


(у(х) 9 2 (у), е(х, у)) = (0 (у), (1 (х), ф(х, у). = (Ш, 1; 3) 


В качестве обобщения можно доказать следующее предложение. 


Предложение 1. Пусть 5,Є(9'), и Т,Е(9’),. тогда сущест- 
вует вполне определенное и единственное распределение №, у Є(9"),, у, 
такое, что для любой функции Ф6(9),, у. имеющей вид ф(х, у) == 
—и(х)9(у), где и(х) Е (9),. 9(у)Е(%),, справедливо равенство 


(Ув и (х) 0 (у) == ($, и) (Т, о). (Ш, 1; 4) 


Распределение №, у называется тензорным произведением распреде- 
лений < и Т и обозначается $ ®Т. Для ф(х, у) Є(9),, у можно вычи- 
слять (№, ©) по правилу Фубини. Фиксируем х. Тогда ф(х, у) как 


функция одного только у принадлежит (®); и можно вычислить 
0(х) = (Т, (х, у)). (ПТ, 1; 5) 


Это число зависит от х; 0 как функция от х принадлежит (9), 
и можно вычислить (5, 9). Имеет место равенство 





(№, 2) =.05, 0) == (5,, (Ту, ф(х, у) (Ш, 1; 6) 
и аналогичное равенство 
(№, Фу== (Г,, (5,, (х, у). (Ш, 1; 7) 


Лля носителя № справедливо утверждение: 


Предложение 2. Носитель № является произведением А Хх В 
носителей $ и Т, т. е. множеством точек (х, у), где хЄА и УЕВ. 


Доказательство предложения 2 


1) Пусть ф(х, у) — функция из (9),, у, носитель которой содержится 
в дополнении к А х В. При хЄ А носитель функции у-» (х, у) лежит 
в дополиении к В н, следовательно, 0 (х) = 0. Значит, носитель 6 (х) лежит 
в дополнении к А, откуда вытекает, что (5,, 0(х)) = 0, т. е. (У, Ф) = 0, 
Это рассуждение показывает, что носитель № содержится в АХ В. 

2) Из формулы (Ш, 1; 4) легко усмотреть, что всякая точка произве- 
дения АХ В действительно принадлежит носителю №. 
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Примеры и формулы 


1) Говорят, что функция не зависит от х, если она имеет вид © (у) = 
—=1!,@2(у). Аналогично мы говорим, что распределение пе зависит от х, 
если оно имеет вид 1,6 7,. В этом случае 


{1,®Т,, Ф) = } (х, у)уах = (Т, [ес у)ӣху. (Ш, 1; 8) 
х" хт 


Если р» — некоторое дифференцирование по х, 27 — некоторое диффе- 
ренцирование по у, то 





2:03 (5, 9 Ту) = (%5) < (УГ). (И, 1; 9) 
. 3) 
8,88, =, у. (ИТ, 1; 10) 
4) Пусть У — функция Хевисайда от И переменных, равная 1 в „квад- 
ранте“ хүр, 0, х.>0,..., х, 20 и равная 0 в остальных точках. Она 
равна тензорному произведению 7 (х) У (х) 9 ... ®У(х,). — 
Поскольку 
а А 
ах; у (х;) == ох , 
имеем 
д" А 
9х 0х2... дхн хи, (НІ, 1; 11) 


2. Тензорное произведение нескольких распределений. Все только 
что сказанное по поводу лвух распределений легко распространяется на тен- 
зорное произведение конечного числа распределений. Это произведение ассо- 
циативно. Если Л", У", 2° три евклидовых пространства размерностей 
соответственно /, т, п, а А,, 5,, Г, — три распределения на этих простран- 
ствах, то тензорное произведение К, 55, © Т, определяется формулой 

{Ю. 55, Г., и(х)9(у) 0 (2)) == (А, и) (5, 9)(Т, шу. (Ш, 1; 12) 
При $6 (9),„,у,, значение (А, $ 5; 5 Г., фу снова вычисляется по правилу 
Фубини. Имеет место соотношение 


А. 95,67, = А, (5,87, = (А, 5) 8Т,, (Ш, 1; 13) 


1) В предложении 1 полезно было бы отметить формулу 
Рв х) = О? (Ту, (х, ууу= (Ту. Бе (х, у)), 
которая используется при доказательстве формулы (11, 1; 9). — Прим. перев. 
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$ 2. Свертка 


1. Свертка двух распределений. Пусть 5 и Т — два распределения 
на А“, Сверткой этих распределений $ х Т назы- 


Определение вается новое распределение на А", определяемое 
формулой 
{$*Т, $) =(5: Т, ФЕ- т). (11. 2; 1) 


Если 5 х Г существует, то, очевидно, существует и Тж 5, и эти распреде- 
ления равны. 


В правой части равенства стоит 5$; © Т, — распределение на евклидоном 


пространстве переменного (&, 7) 27 измерений; если в функции ф(х) заменить 
х ни --7 (сумма двух векторов из А”), то возникнет функция Ф (2-4-1) нары 
неремениых (Ё, 7) и правая часть равенства (Ш, 2; 1) может иметь смысл. 

'Тензорвое произведение 5; ® Т, существует всегда. Если А и В суть 
носители 5 и Тв А", то посителем 5: &% Т, будет АХ В — множество пар 
(5, 1), таких, что ЕСА, ЕВ. Функция 0 (+ 7), разуместся, бесковечно 
дифференцируема по Ё и по ӯ, однако носитель ее не ограничен. Действи- 
тельно, если А — носитель ф(х), то носителем $(--7) будет множество 
таких нар ($, 2), что Е ЛЕК. Носитель © &-- 7) — „полоса“, параллельная 
„побочной биссектрисе“, имеющей уравнение Е-- 7 = 0. („Побочная биссек- 
триса“ в случае пространства п измерений является подпространством л 
измерений, задаваемым уравнениями Ё, 4-р == 0, .... &-Н 7, == 0.) 

Однако правая часть равенства (Ш, 2; 1) будет иметь смысл, если носи 
тель 5; © Т, имеет ограниченное пересечение с носителем Фф (Е + 7); иначе 


говоря, если множество точек (&, 7) с СА, чЕВ и 54+ ЕК ограничено, 
Предыдущее множество должно быть ограниченным при любом огра- 
ниченном К, поскольку функционал (5 х Т, $) должен быть определен для 
любой функции ФЄ(),. 
Итак: 


Предложение 3. Свертка 5 х Т, определяемая формулой (Ш, 2; 1), 
имеет смысл, если носители А и В распределений 5 и Т таковы, 
что при ЕСА и 7Є В сумма #4|- 7 может оставаться ограниченной, 
только если оба переменных Ё и 1 остаются ограниченными. Свертка 
коммутативна $ х Т = Т + 5. 


Пример 1. Свертка 5 «Т существует, если хотя бы одно из 
двух распределений $ или Т имеет ограниченный носитель. 

Действительно, пусть А ограничено. Тогда переменное &С А обязательно 
ограничено; если при этом ограничена сумма #+4|- ў, то второе переменнов 
= (Е 4 7) — также ограничено. 


9 Л. Шварц 
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Пример 2. Свертка на окружности. 

Пусть Г — окружность с центром О, радиуса Т [217 и длины Т в евкли- 
довой плоскости. Распределения на Г изучаются в связи с периодическими 
распределениями и рядами Фурье. Сложением =—- ў здесь является сложение 
дуг (началом координат служит точка 5==0 на Г). Свертка всегда имеет 
смысл, поскольку все носители ограничены. 


Пример 3. Мы говорим, что носитель распределения на прямой № 
„ограничен слева“, если он содержится в некотором луче (а, +. оо). 

Предноложим, что носители обоих распределений 5 и Т ограпичены 
слева; А и В лежит на некотором луче (а, -- оо). Переменные Ё и ў всегда 
2 а. Если сумма +4 7 ограничена, то она ие превосходит некоторой 
постоянной (< С); поскольку & >. а, имеем 7 << С -- а н апалогично & ~. С — а; 
следовательно, 5 и з остаются ограниченными, и свертка $ є Г существует. 

Свертка $хТ существует также, если носители $ и Т „ограничены 
справа“; напротив, свертка 5 х Т пе обязана существовать, если один из 
носителей ограничен слева, а другой — справа. 


Пример 4. Предположим, что носитель А лежит в волновом конусе 
булущего 


— 2—2 — 2 рр 
=, 20, х1 хр 05 — м0 


пространства А? (иространства-времепи), а поситель В лежит в полупрост- 
ранстве #= х, 20. 

Пусть теперь ЕЛ, ЄВ и сумма &--- 7 ограничена. Тогда, во-первых, 
84 та Остается < С и, поскольку >20 и э 2 0, переменные Е и т 
заключены между О и С, т. е. ограничены (пример 3). Поскольку, далее, 
220 +824 0, переменные &, &, &з остаются ограниченными. Наконец, 
поскольку сумма & -- 7; ограничена, переменное т также должно оставаться 
ограниченным, и то же самое верно для т и эз. В результате & и ў остаются 
ограниченными и свертка $ + Т имеет смысл. 

Предложение 4. Пусть $ и Т — локально 

Основные свойства суммируемые функции ў и © (определенные 
только почти всюду), и пусть носители А и В 

удовлетворяют условиям предложения 3. Тогда свертка. 5 ХТ будет 


локально суммируемой функцией ћ, которая определяется почти 
всюду формулой 


по) [уо 00а [лоза-оа (Ш; 2) 
в" . в" 
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В самом деле, положим № = } ж 2, тогда 
(И, е) = (лв #010) = | [ОФФЕ ат (Ш, 2; 3) 


Требования, наложенные па носители А и В, гарантируют, что этот двойной 
интеграл имеет смысл, ибо в силу локалыюй суммируемости функций / и Я 


функция 7 (8) 2 (7) Ф (6-4-7) также локально суммируема, а поскольку ев 
носитель ограничен, она просто суммируема. 


Произведем замену переменных х =#4|- 7, Ё = 7; якобиап этой замены 
равен 1, и поэтому 


аз ат = ах аі. 
Имеем 


(и, = Је 000) аха 


= ах ео) уо деда. (Ш, 2; 4) 

вй в" 

В силу теоремы Фубини интеграл в нравой части имеет смысл почти для 

всех значений х. Следовательно, интеграл [с = дефа имеет смысл 

в" 

для почти всех значений х, при которых, ф(х) = 0; но, поскольку это верно 

для любой функции ф(х) Є (9),, интеграл [е 1) 2 (2) й? имеет смысл для 
л 


В 

почти всех значений х, а его величина й (х) является функцией, определен. 
пой почти всюду. По теореме Фубини, функция ф(х) й (х) всегда является 
суммируемой, поэтому й (х) локально суммируема. Наконец, 


(№, Ф) = Гло) ФО) ах = (8. <). (Ш, 2; 5) 
в" 


Это соотношение доказывает, что И = й. 
Вторую из формул (Ш, 2; 2) можно получить, полагая & = Ё, # -|- 7 = Хх, 
Ее можно также получить заменой # на х — в первой из формул (Ш, 2; 2). 


Замечание. Можно доказать, что свертка й = / ж 2 будет иепре- 
рывной функцией, если / и г непрерывны. Это остается’ верным, если 
только одна из пих непрерывна или хотя бы локально ограничена, а дру- 
гая — локально суммируема. 

В случае двух функций свертка / хх может иметь смысл даже если 
условия на носители не выполнены. Например, если одна из двух функций 


9* 
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суммируема на №", а другая ограничена на Ю", то свертка ѓ ж г будет 
иметь смысл. При этом она будет ограниченной пепрерывной функцией на №", 
а интеграл (Ш, 2; 2), очевидно, будет иметь смысл для всех значений х. 
Кроме того, при суммируемой } и ограниченной & имеет место оценка 


е сор < 17 ах зар |9), (Ш, 2; 6) 
или ы 
По < ПИН П ее (Ш, 2; 7) 


В случае, когда Г и = принадлежат [1, свертка Ѓ х г всегда имеет смысл 
и также принадлежит 41. При этом 


аи «ПА ЕЈ: (Ш, 2; 8) 


Если. как в примере 3, предположить, что носители обеих функций Ги &# 
лежат на луче (0, оо), то носитель й также будет лежать на луче (0, оо), 
а формула (Ш, 2; 2) приобретет вид 


О при х „0, 
х 
= ‚2; 9 
0) | є 0 0604 при х>0. (11,2; 9) 
0 
Примеры. 
1) Положим 
У = У (х) = та -х, а>0, (Ш, 2; 10) 
где А — произвольное комплексное число. | 
Тогда 
У ку = У". | (Ш. 2; 11) 
В самом деле, свертка равна нулю при х < 0, а при х_>.0 ома имеет вид 
х 
а ууу — [081071 окка. ом др 
(Уу э Уз) (х) = | ау "Ту ек0. ем Е 
х®8- 16 


та. [аа "ди (Ш, 2; 12) 


{где была сделана подстановка Ё = хи). Но ведь оставшийся интеграл есть 
Г(а)г 
Б (а.В) == Го ‚ откуда и следует высказанный результат. 
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В частности, распределение , 
п-1 
ОУ) туге (Ш, 2; 13) 


будет п-й сверточной степенью распределения и е^х. Эти свертки играют 


известную роль в теории дифференцирования нецелого порядка и в теории 
вероятностей. 


2) Положим 





х? 
а, (х) = ра е ®, съ 0; (Ш, 2; 14) 
тогда 
а, .0,= уз. (Ш, 2; 18) 


В самом деле, 


со (х- г): в 


ети 





(Ч, + Ч.) (х) = 





Опат 
=оо 
оо дох вит 1 
= [ея =+=) йё == 
Этот 
с 
1 _ хі х _1 я ( _ РЯ ) , 

ке О Је 97 “997 ав. (Ш, 2; 16) 


со 


Сделаем замену переменного: 


Е (ех), 


Е. их (Ш, 2; 17) 
тогда последний интеграл примет вид 
ст - 
Гаи [ е ЕЯ г аа Уб ут И (Ш, 2; 18) 


откуда 
| = 
К — 7 2 (52412) __ . 

(2, + 0.) (х) = уут е = Оузғ(х). (Ш, 2; 19) 
Доказапная таким образом формула (Ш, 2; 15) играет важную роль 
в теории вероятностей. Распределение @., рассматриваемое как „плотность 
вероятности“, является распределением Гаусса (кривая, изображающая функ: 
цию у= О, (х), — „колоколообразная кривая“). Среднее значение для О, 
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со 
равно 0 [ ха, (х)ӣх =0 |, а среднее квадратическое отклонение равно с 
—со 
со 1 


[ х20.(х)ах| =а). 
БА | 

Если каждая из двух вещественных независимых случайных величии под- 
чиняется закону Гаусса со средними квадратическими отклонениями, рав- 
ными си я, то их сумма подчиняется вероятностиому закону, определяемому 
сверткой 


а, ха., 


т. е.’ снова закону Гаусса со средним квадратическим отклонением уа -- 2, 
В частности, сумма и независимых случайных величин, подчиняющихся 
одновременно закону Гаусса с отклонением в. сама подчиняется закопу Гаусса 
с отклонением «Уп. | 
Именно это явление позволяет утверждать, что ожидаемый порядок по- 
грешности суммы п величин, подчиняющихся одному и тому же закону по- 
грешностей, равен порядку погрешности отдельного измерения, умноженному 


на Уп; деля на п, мы видим, что среднее арифметическое п измерений 


имеет погрешность порядка Үт Хх погрешность отдельного измерения. 
п 


Если вместо @, взять 
. х2 


| н,()= те", еро, . (Ш, 2; 20) 
то снова 
Н.*Н. == Нухту. (Ш, 2; 21) 
3) Положим 
Р, б) а> 0. (Ш, 2; 22) 
Тогда интегрирование дает формулу 
Р. Ръ = Рачь. (Ш, 2; 23) 


Предложение 5. Пусть а — бесконечно дифференцируемая 
(в обычном смысле) функция. Т — распределение, тогда свертка Т +9 
будет бесконечно дифференцируемой (в обычном смысле) функцией, 
которая дается формулой 


Г хаух) Ги ах В). (Ш, 2; 24) 
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Говорят, что свертка с а является регуляризацией расп ределе- 
ния Т посредством функции а; функцию а называот также регуля: 
ризатором Т, а сверпку Т ха называот регуляризантой Ті) посред» 
ством я, 

Во-первых, выражение л (х) = (Т,. а(х — )) имеет следующий смысл. 

Переменное х фиксируется, тогда а(х — Ё), рассматриваемая как функция 
от одного Ё, будет приналлежать 9 и к ней можно применить функцио: 
нал Т,. Результат будет, разумеется, некоторой функцией от х. Эта фуикция 
будет бесконечно дифференцируемой по х в силу того, что мы приняли без 
доказательства в связи с тензорным произведением (см. функцию 0 в пред: 
ложении 1). 

Остается показать, что эта фупкция, как распределение, совпадает с Г х а, 

Имеем 


(Тха, 9) = (Т. (1), 9-Е") = «(Ть (а (9), Ф020) == 
=(Те астау (То ($09, 20—80) = 


Ги 


== (7:8 9%). а(х — 8) = (Ф (х), (Ть а(х -— 8))) == 
= |КТь ах 0) 0) ас [в дефах = (н. 3). 
п вп 


(1, 2; 25) 


в 
| Ч. ит. д, 
Замечание. Если Т — функция ў, то формула (Ш, 2; 24) снова дает 
(эа) (х) = [зода (Ш, 2; 26) 
п 


В 
— результат, который мы уже доказали, когда а — локально суммируемая, 
но пе обязательно дифферепцируемая функция. 

Примеры. 

1) Тж1 есть постояпиая (Т, 132). 

2) Если а — полином степени «< т, то Т жа также будет полиномом 
степени <> т. Например, в случае одного переменного (п = 1) имеем 


Е 
(Т жо) (х) = (Т, а(х— 0) == У (Т, а (— 0). (Ш, 2; 27) 
еЕ< т у 
3) Пусть в случае одного переменного (п == 1) распределение Т имеет 
ограниченный носитель. 


1) Термин не является общепринятым. — /Трим. перев. 
2) Теорема о бесконечной дифференцируемости Т < а была доказана для а с огра- 
ниченпым носителем. Можно было считать ограниченным и носитель Г. — /7 рим. перев, 
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П реоб разованием Лапласа распределения Т называется голоморфная 
функция комплекспого переменного А, определяемая формулой 


Г 0) = (Т, е-№). (Ш, 2; 28) 


Рассмотрим свертку 5 * Т!); пусть д (№) —ее преобразование Лапласа. 
Имеем 


# (0) = (5 «Т, е- №) = (5; К Т, е^ +) = 
= (5:6 Т,, ее) = (5, ету (Т,, ету = (0) 7 (0). (Ш, 2; 29) 
П реоб разование Лапласа свертки 5 + Т есть (обычное) п роизведе- 
ние преобразований Лапласа распределений 5 и Т. 


* Предложение 6. Имеют место три формулы: 


86% Т=Т; (Ш, 2; 30) 
ЖТТ, барж быу бань (Ш, 2; 31) 
УТ = Т". (ПІ, 2; 32) 


В самом деле, 
(ож Т, $) = (0. 9Т,, Ф(-- 7) = 

= (Т, (0, Ф 0) =(Т„, (0) = (Т, Ф), (Ш, 2; 33) 
откуда вытекает формула (Ш, 2; 30). Эта очень важная формула показывает, 


что по отношению к свертке распределение ё играет роль единицы. 


В теоретической физике формулу (Ш, 2; 30) очень часто (некорректпо) за- 
писывают в виде 


[ле — 09500 | узи фв =) 0) (Ш, 2; 34) 


и рассматривают как главнейшее свойство 8. 

В формуле (Ш, 2; 31) [которая содержит (Ш, 2; 30) как частный случай] 
д.а) — единичная масса в точке а, которую записывают также в виде 8 (х— а); 
„Г — сдвинутое распределение Т при сдвиге а; его записывают также в 
виде Т,_а [или, в физике, Г (х — а)}; этот сдвиг т, Г можно определить формулой 


(Т, Ф) ==«Т,, ф(х 4 а)), (Ш, 2; 35) 

тогда формула (Ш, 2; 31) доказывается сразу же: 
{бал + Т, Ф) = (бр @ Ту, (т) = (Т, (аль ФЕН 7) = (Т, (а + 1). 
(Ш, 2; 36) 


1) Если 566’ и ТЕ’, то 5 « ТГЕФ, См. ниже вывод к предложению 8. 
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Частный случай формулы (Ш, 2; 31) получается, если положить Т =», 
тогда 84а) ж ду = даь): 


Наконец, формула (ПІ, 2; 32) доказывается так: 
(8 ж, 9) = (Т, ФЕН) =(Ть (8, чет) = 


(т, 0) = (7, =, $). (Ш, 2; 37) 


Ч. ит. д, 
Точно таким же способом, естественно, получаем 


мт) х т Тт), (Ш, 2; 38) 


Аналогично если О — дифференциальный оператор в А” с постоянными 
коэффициентами, то 


28*«Т=рт. | (Ш, 2; 39) 


В частиости, если Р — лапласиан в А” 


п 
0? 
А= У дх? 


і=1 





или если ЏО -— даламбертиан в А* (в пространстве-времени) 


то имеем 
. № Т = АТ, (Ш, 2; 40) 


Формулу (ПІ, 2; 32) в квантовой физике часто записывают (некорректно) 
в виде - 


[з (х БГ ў' (х), (Ш, 2; 41) 


° “ 
и получают ее „дифференцированием под знаком [ из формулы (Ш, 2; 34), 
которая сама некорректна, 


Нредложение 7. Пусть 5; и Т, — две последовательности рас- 
пределений, зависящих от деліҷислінного индекса ј, пусть 5; и Т, 


при /—2 стремятся (в ®') соответственно к распределениям 5 а 7 
и пусть, наконец, носители $5; и Т, содержатся в фиксированных 
замкнутых множествах А и В пространства Р", обладающих тем 
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свойством, что сумма лс Е Аи тЄ В может оставаться ограни- 
ченной, только когда оба переменных Е и т ограничены. Тогда свертка 
5; Т; стремится к 5 хТ при ј >» оо (непрерывность свертки). 

Мы примем эту теорему без доказательства. 

Мы видели, в частности, что распределение д можно получить как предел 
(в 2") бесконечно дифферепцируемых функций о; тогда распределение Т == 
= Г хд будет пределом своих регуляризант Т ха. Можно, в частности, по- 
казать, что существуют последовательности полиномов а, сходящиеся к 8; 
тогда распределение Т с ограниченным носителем будет пределом последо- 
вательности полиномов Г жа; это — формулировка теоремы Вейерштрасса: 

Всякое распределение является пределом (в 9’) некото рой после- 
довательности полиномов. 


Предложение 8. Если носители распределений $ и Т содер- 
жатся в Ли Ва В", то носитель свертки $ хТ содержится в А -- В — 
замыкании множества точек вида Е - 1, ЕСА, ЄВ. 

Чтобы убедиться в этом, мы покажем, что 


(5 Т, 2) ==0, 


если носитель К функции Ф содержится в дополнении © множества А -- В. 
Имеем 
{$%Т, Ф) == (5:9 Т,, (4 7)). 


Носитель $; $ Т, содержится в Л: х В, — мпожестве нар (1, 7) с ЕЕА. 
че В; носьтёль С | 7) представляет собой мпожество таких пар (=, 7), 
что Е - ЧЕК. 

Пересечение этих двух носителей пусто, ибо из С Л и ЕВ следует, 
что РЕ А-В, но ведь А+ В и К имеют пустое пересечение. 

Таким образом, рассматриваемое скалярное произведение равпо нулю. 
Поскольку множество 9 открыто (множество А -- В замкпуто), мы доказали, 
что 5х Т — 0 в © и, зиачит, носитель 5 ‹ Т заведомо лежит в А--- В. 


Вывод. Если носители 5 и Т ограничены. то ограничен и носи- 
тель $ хТ; если (при п == 1) носители $ и Т ограничены слева и лежат 
соответственно на лучах (а, |+- со) и (5, оо), то носитель 5 + Т 
лежит на луче (а 6, со); если (при п = 4) носители 5 и Т лежат 
в волновом конусе будущего #70, Ё — х? — у? — 22, то в нем же лежит 
и носитель 5% Т. 


2. Определение свертки нескольких распределений. Ассоциатив- 
ность свертки. Пусть А, $, Т — три распределения в Ю” с носителями А, В, С. 
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Свертка А х 5 ж Т этих распределений определяется формулой 
(А5 Т, Фу== (А: 5, © Ть Е я +9). (ПТ, 2; 49) 


Опа имеет смысл, если сумма Е 9-5 при ЕС А, 76 В, З3ЕС может оста- 
ваться ограниченной, только когда все три переменных Ё, э, С остаются огри- 
ниченными. Ассоциативность тензорного нроизведения [формула (Ш, 1; 13) 
приводит к ассоциативности свертки 


Вж :Т (Вж) Т = Вх (5 «Т). (Ш, 2; 43) 


Однако два последних выражения могут иметь смысл и не быть 
равными, если носители А, В, С не обладают указанным выше свойством; 
свертка является ассоциативной, только если Р є $ = Т, ‚определенная 
формулой (Ш, 2; 42), имеет смысл. 


Пример 1. 1х5 У, гле У — функция Хевисайда 
(18) ж У = 0 У 0, 


160 ж У) = 1х8 = 1. (Ш, 2; 44) 


Формула (1, 2; 43) имеет следующие приложения. 


Предложение 9. Свертка нескольких распределений имеет смысл 
и является ассоциативной и коммутативной в любом из следующих 
случаев: 

1) все распределения, за исключением самое большее одного, 
имеют ограниченные носители; 

2) п=1, носители всех распределений ограничены слева; 

3) п=4, носители всех распределений лежат в полуп рост ранстве 
20, и, кроме того, все носители, за исключением самое большее 
одного, лежат в волновом конусе будущего: # 72.0, #2 — х? — у? — 2?. 


Предложение 10. Для того чтобы сдвинуть или продифферен- 
цировать свертку, достаточно сдвинуть или продифференцировать 
любой из сомножителей. 

Докажем это для дифференцирования: 


(5 «Ту = 0 (5 < Г) = 5 Т (0 8) Т8 Т (Ш, 2; 45) 


и также = 5 х ЖТ = 5 ж (0, ж Т) = 5 + Т. , 
Это остается, естественно, справедливым, если заменить дифференциро- 
вапие произвольным дифференциальным оператором 0 с ностоянными коэффи- 


циентами, 
р($«Т)=0$»Т-==5 „ ОТ, (Ш, 2; 46) 
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Потенциал ( распределения зарядов с непрерывной 


Приложения к теории плотностью р(х) задается формулой 
ньютоновского 


потенциала (п = 3) (х) = Г. | [1—9 9 (Ш, 2; 47) 


где [61 обозначает евклидово расстояние точки & от начала координат. Эта 
формула представляет собой не что иное, как свертку: 


1 1 
Интер, г= үх? у 22. (ПІ, 2; 48) 
Это наводит на мысль определить потенциал произвольного распределения Г 
формулой 
. 1 
О = Т “т: (Ш, 2; 49) 
Естественно, что подобный потенциал сам будет являться некоторым рас- 


нределением и не обязательно будет функцией. 
Вычислим АС. Согласно (Ш, 2; 46), имеем 





АО = ТА Т (— 418) = — 4=Т, (Ш, 2; 50) 
Итак, мы получили формулу Пуассона. 


Предложение 11 (Формула Пуассопа). 
Пусть О = Тк — потенциал некоторого распределения Т. Тогда 
АО = — 4*Т. (ПІ, 2; 51) 


В теории вероятностей вещественную случайную 
Предложение величину задают ее распределением вероятностей. 


к теории Если это распределенис является (локальн . 
вероятностей распр ( 10 сумми 


(для простоты п = 1)- русмой) функцией (х). то вероятность того, что 
величина находится в интервале (а, 0), равна 


А 
[ у (х)ах. 
а 
При этом функция / (х) обязательно >> 0, обязательно суммируема и 


е 


09а = 1. 
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Однако такое распределение, как ёду, также задает вероятностный закон, 
при котором значение х == а принимается наверняка. Распределение, подобное 


1 2 
Е бка 4+ З дь» 


задает вероятностный закон, при котором величина х принимает только лия 
значения х = а (с вероятностью 3) их=Ь (с вероятностью 3). 

Распределение Т задает некоторый вероятностный закон тогда 
и только тогда, когда оно неотрицательно (т. е. (Т, фу 20 при 
$20) и имеет полную массу, равную +! (Т, 1у = 1). 

(Если носитель Т не ограничен, то а ргіогі величина Т, Г) не имеет 
смысла. Для распределений Т >. 0 эту величину определяют как верхиюк 
грань чисел (7, ©) при ФЕ 9%, 0 < Фф < 1.) 

Можно доказать, что вероятностный закон суммы двух независимых 
вещественных случайных величин с вероятностными законами, задаваемыми 
распределениями 5 и Т, задается сверткой 5 + Т. В теории вероятностей 


существенную роль играет следующее предложение, которое в силу данных 
определений очевидно. 


Предложение 12. Из 5720 и 7220 вытекает. что 5 х Т >>. 0). 
Из ($, 1у=1 а (Т, 1) =1 вытекает, что (5 + Т, 1) = 1. 


3. Уравнення в свертках. Пусть 4’ — некоторая сверточная алгебра, 
иными словами, «Ж -— такое векторное подпростраиство пространства 9”, 
что свертка двух или произвольного конечного числа распределений, принад- 
лежащих ‹#°, всегда определена н принадлежит #'. Эта свертка должна быть 
коммутативна и ассоциативна в 4. Наконец, Є. 


Распространенные примеры 


1) И’ = 4 (Г) — сверточная алгебра всех распределений на окружности. 
2) И’ = 8 — сверточная алгебра распределений с ограниченным поси: 
телем в К". 


3) И’ = 9 — сверточная алгебра распределений с носителем на луче 
х>0 (п=1. 

4) Сверточная алгебра распределений в (пространстве-времени) 1“ 
с носителями в волновом конусе будущего: 


20, Ву 2220. 
Уравнением з свертках в сверточной алгебре называется уравнение вила 
Ах Х = В, (Ш, 2; 62) 


ЕА 
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где А — коэффициент уравнения, В — правая часть, а Х -— неизвестное. Рас- 
пределепия А и В принадлежат 4°, распределение Х также ищется в Ж. 


Предложение 13. Пусть А дано. Для того чтобы уравнение 
(Ш, 2, 52) имело хотя бы одно решение при любой правой части В, 
необходимо и достаточно, чтобы распределение А имело обратный 
элемент в алгебре «Ж', т. е. чтобы существовал злемент А ', удовле- 
творяющий соотношениям 


Аж А = АХ А =. (Ш, 2; 53) 


В этом случае обратный элемент единствен и уравнение (Ш, 2; 52) 
всегда имеет одно и только одно решение: 


Х = А'*В. (Ш, 2; 54) 
В самом деле, если уравнение (Ш,2;52) при любом В имеет хотя бы 
одно решение, то оно имеет хотя бы одно решение при В = ё и, значит, 
распределение А имеет обратное распределение Аі. Предположим, напротив, 
что Л имеет обратный А47!. Тогда, свертывая обе части равенства (Ш, 2; 52) 
СА, получим 
ТАТАЖ Х = АТ 4 В, (Ш, 2; 55) 


т. е. соотношение (Ш, 2; 54). Аналогично из (Ш, 2; 54) можно вывести (Ш, 2; 52), 
свернув обе части с А. 


Итак, если А”! существует, то соотношение (Ш, 2;54) эквивалентно 
соотношению (Ш, 2; 52); иными словами, уравнепие (ПШ, 2; 52): имеет един- 
ственное решение, даваемое формулой (Ш, 2;54); в частности, обратный 
элемент для А единствен, поскольку он является решением уравнения (Ш, 2; 52) 
при В = ё. 

Элемент АГ ' называют также элементарным решением уравнения 
в свертках (Ш, 2; 52). 

Таким образом, отыскание элементарного решения является основной 
задачей при решении рассматриваемого уравнения. 


Замечания. 1) Положение совершенно меняется, если мы не нахо- 
димся в сверточной алгебре. Пусть, например, А :== 4% в А3. Тогда суще- 


= 1 = 1 
ствует обратное распределение А == —— 4с: однако носителем А служит 


все пространство, а 9’ не является сверточной алгеброй. Соотношения (ІІ, 2; 52) 
и (11;2;54) уже не эквивалентны. Из (Ш, 2; 52) нельзя уже, папример, 


вывести (Ш, 2; 54), ибо если свернуть обе части с А7', то левая часть 
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А '*« АхХ не будет иметь смысла, если носитель Х пе ограничен. Таким 
образом, можно только утверждать, что если Х имеет ограпиченный носи- 
тель (в этом случае носитель В также ограничен) и если Х удовлетворяет 
уравнению (Ш, 2; 52), то Х дается формулой (Ш, 2; 54). Доказать единствени» 
ность решения уравнения (ПТ, 2; 52) невозможно; впрочем, эта единственность 
и не имеет места, ибо одпородное уравиение 


Ах Х —0, или АХ = 0, 


имеет бесконечно много решений. Этими решениями служат „гармонические 
распределения“ и, в частности, обычные гармонические функции. 
Апалогичпо соотношение (Ш, 2; 54) имеет смысл, только если носитель В 

ограничен; в этом случае из (Ш, 2; 54), разумеется, следует соотио- 
шение (1, 2; 52); таким образом, при ограниченном носителе В паверияка 
существует частное решение 

1 

== — ХВ 

4р 
уравнения АХ = В. (Это решение согласуется с формулой Пуассона.) Общее 
решение имеет вид 


1 
Х == — 125 + В 4-тармоническое распределение. 





Если носитель В не ограничен, то данный метод не позволяет доказать 
существование решения. 

2) Если А не имеет обратного А', то уравнение (Ш, 2; 52) не имеет 
решения при В == ё. Одпако при пекоторых других В оно может иметь 
решепия; оно может иметь единственное решение или бескопечпое число 
решений (разность двух таких решений служит решением однородного 
уравнения АхХ = 0). Оба случая могут встретиться в алгебре .9' (1) 
(пример 1) ); вё и в 9; всегда не более одпого решения ?). Если А — бес: 
конечпо лифференцируемая функция, то обратный элемент не может суще“ 
ствовать, нбо в силу предложения 5 свертка Ах А7! была бы бескопечио 
дифферепцируемой функцией и не могла бы равияться ?. 


1) Если Л (5) — произвольная суммируемая функция на окружности с [79а ша (), 
т И 
то +1 = Гб — 1) 4Ё = 0. — Прим. перев. 


г 
2) В случае функций — это теорема Титчмарша; ст. Микусинский Я., Опера 
торное исчисление, ИЛ, М., 1956. — Грим. перев. 
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Предложение 14. Пусть Ш) — дифференциальный оператор 
порядка т с постоянными коэффициентами (п == 1, одно переменное) 
и со старшим коэффициентом 1: 


т ат-1 а 
= а иг Е ... + 21 Е 4. (Ш, 2; 56) 


< ГА 
Распределение Рё обратимо в ®,; обратным элементом служит 
произведение УГ, где У — функция Хевисайда. а 7 — решение одно- 
родного уравнения РГ == 0, удовлетворяющее „начальным условиям“: 


200) = 2' (0) =... = "72 (0)=0, "7 0000):=1. (Ш, 2; 57) 


В самом деле, поскольку функция УЙ имеет разрывы производных 
в ‘начале координат, ее производные можно вычислять по известному методу. 
Впрочем, можно также дифференцировать ҮД по правилу дифференцирования 
произведения, поскольку 4 бесконечно дифференцируема: 


(УХ) = Ү2' 51 (0), | 








(УХ == 2" + 07 0) +22 0), 


тар {т 1) т 21 7 Кр " (Ш, 2; 58) 
уров"). . +8" -2 1 (0), 


(И) = у ' з" = 1) (0) 4. ди -107 (0). ! 





Если учесть начальные условия для Г, то эти равенства примут вид 


(72) ==У/ при А т 1, 
(Ут ут а, (1, 2;59) 
Отсюда 
Оё ж (УД) = р (УХ) = УРА, (11, 2; 60) 
и поскольку 4 является решением однородного уравнения 22 == 0, имеем 
р (У7) =. (ПЬ 2; 61) 
Ч. и т. д. 


Примеры и следствия 
Элементарным решением для оператора 
р = Е — А (\ — произвольное комплексное число) 


служит 


(87 — Аё) У (х)е, | (Ш, 2; 62) 
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Элементарным решением для 


а? 
= 0? (о — вещественное) 





служит 
ЯП ох 


(0 28) 1 = У(х) . (Ш, 2; 63) 


[0] 





Элементарным решением для 
А ке 
0—14) 
служит 
в" ук 
ЕЕ (т — 1)!‘ 
В качестве приложения найдем решение (8 смысле теории функций) 
уравнения 


(Ш, 2; 64) 


Рг = |, (Ш, 2; 65) 


где оператор Р задан формулой (111, 2; 56), а / — данная функция. Начальные 
условия: 
2) (0) = 2, — данные числа, А < т — 1. (Ш, 2; 66) 


Найдем функцию У2. Она принадлежит Ф. и удовлетворяет (в смысле тео- 
рии распределений) уравнениям (Ш, 2; 58), откуда вытекает, что 
т-1 
Р(У2) = үрг + Ў е, (Ш, 2; 67) 
#=0 
где 
22 = }, 
ер == 231-84 0123-2-01. 1 @т-ь-120 |. 


5-1 
Отсюда, положив (0) = УХ, получаем искомое решение: 


т 1 
Уг = СЕ Ў а"), (Ш, 2; 69) 
Е=0 - 


то есть, при х >. 0, функцию 


(Ш, 2; 68) 


х т-1 І 
к 
200) = | 208—070 У е," ‚ (Ш, 2; т0\ 
0 в=0 
Итак, частное решение 2 уравнения 27 = 0, удовлетворяющее началь- 
ным условиям (Ш, 2; 57), позволяет решить неоднородное уравнение с произ- 
вольной правой частью / и с произвольными начальными условиями. 


10 Л. Шварц 
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Чтобы найти 2 при х < 0, следует рассуждать в 5. — алгебре распреде- 
лений с носителем на луче (— оо, 0)—-и отыскивать — У (— х) 2. Элементар- 
ным решением здесь служит — У (— х) 4; в формулах (Ш, 2; 58) следует 


всюду заменить У (х) на — У (— х), ту же замену следует произвести в фор- 


мулах (Ш, 2; 69); все это в конечном итоге даст при х < 0 ту же самую 
формулу (НІ, 2; 70). 


Впрочем, дифференцирование под знаком [ непосредственно показывает, 


что функция 2 (х), заданная формулой (Ш, 2; 70), является решением уравне- 
пия (П, 2; 65) с начальными условиями (Ш, 2; 66). В самом деле (дифферен- 
цирование производится в обычном смысле), 


4 [2 («Ола = ЕС ра АЛ = 
0 


х 


== [2 (х9 00), (Ш, 2; 71) 


0 
поскольку 7, = 0. Аналогично 


а еси о аи [2 (а, ЕЗтТЬЬ 


ах 


Су а | тоолдар) (Ш, 2; 72) 
0 0 


Отсюда 


р [206-070 а= [рр 90а уо) = 0). (Ш, 2; 73) 
б - 0 


поскольку ОЁ = 0. 


„АЁ 
Учитывая, что производные 9 удовлетворяют тому же уравнению, что 
и сама функция 4: 


р (2%) — 0, | (Ш, 2; 74) 
окончательно имеем 
рг =. (Ш, 2; 75) 


Остается проверить, что 2 удовлетворяет также требуемым начальным усло- 
виям. Этого мы не будем проделывать. 
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Предложение 15. Всли А, и А, обратимы в алгебре Ф,, то 
свертка АхА., также обратима и ее обратный элемент равен 


(Ак А5) 1 = Арх Ау". ‚ (1.2: 70) 
В самом деле, имеем 


(А. ж Аз) х (Аг! 451) = (А, АГ) (А 45 1) =8х8=8. (Ш, 2; 77) 


Применение. Пусть Ш — дифференциальный оператор с постоянными 
коэффициентами (111, 2; 56). Полином 





Р (2) = ат ат"... Нана (ПІ, 2; 78) 

разлагается на множители С 
Р(2) = (2 — 2)(2 — 25)... (2—23). (11, 2; 79) 
где 2; не обязательно различны. Отсюда 
а а а 

р (2-а) (55 – 23)... (= 2) (1, 2; 80) 
или 

28 = (0, — 218) х (6'’— 20) ж... (0 — 2,0). (ШЕ, 2; 81 


Теперь можно утверждать, что (0%) ' существует и, если учесть фор- 
мулу (НЬ2; 62), дается формулой 
(Од) у(х) еї У (хе к... ж Р(х) ет". (Ш, 2; 80), 
В частности, 
х 1-1 
т — 11 
(Ш, 2; 83) 
согласно формуле (Ш, 2; 13). Мы вновь пришли к формуле (Ш, 2; 64). 
В алгебре 9, как и во всякой алгебре с единицей, 


Символическое можно производить разложение рациональной дроби 
исчисление Хевисайда на простейшие. Обозначим буквой р элемент #’ 
алгебры 9’, элемент 5 обозначим 1. Если А — ска- 

ляр, то А или ХІ будет обозпачать элемент А. Пусть надо найти обратный 
элемент (08) ', где О — дифференциальный оператор (Ш, 2; 56). Восполь- 


зусмся разложением (Ш, 2; 79), сгруппировав его члены по совпадающим 
корням; 


(5 — А0) = У(х) ем х У(х)ех ж... ху (хех = У (хех 


Р(2) = П (2—2). (Ш, 2; 84) 
Нам надо найти в алгебре 9", элемент, обратный произведению (р — 2)*/. 
` 7 


10* 
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Разложение на простейшие дроби дает 


1 а ср ву . Су, л 7 
У]... + (Ш, 2; 85) 
П (р –—– 2)" Хх (р — г) (р — 2) 


Но ведь 

1 А, х7) А 

————ұу == Ү(х) е? ——. (1, 2; 86) 
(р— 2) 7 (6; — 1)! 


Таким образом, элемент (0%)! можно выразить через известные функции. 
В качестве примера получим снова формулу (Ш, 2; 63), отправляясь от (Ш, 2; 62). 
Элемент, обратный ё | «28, записывается в виде 


1 
ро?’ 
но 





1 1—1 1. 
трат атага). И, 2:87) 


откуда 
@- в38)-1 — т (— У (х) етік У (х) о) = У(х) 21190, (Ш,2;88) 
В качестве другого примера решим интегральное уравнение 


х 
0 


5 [ соз (х 9 (0) р(х), (Ш, 2; 89) 
0 


где функция = — дана, / — неизвестна, х >. 0. Это уравнение переписывается 
так: 
У (х)соѕх к ў = р. (1, 2; 90) 


еі | етіх , 
Функция У (х) соѕ х = Ү (х) 5 — в алгебре , записывается в виде 


11 1 үр . 
У (х) сох = 5 (== 41)= ЕТ. (1,2; 91) 
Обратным слементом в 9”, будет 

рт Ү (х). «И, 2; 92) 
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Впрочем, это можно проверить: 


У (х)созх + (8' РУ) —= (У соѕ х) + У соѕ х ж = 
== (— Ү(х)ѕіпх +4 8) 4 Ро [ созғае—а, (Ш, 2; 93) 
0 
Решение уравнения (Ш, 2; 90) запишется тогда в виде 
О Ѓаба. (Ш, 2; 91) 
0 


Производная 2” должна, естественно, браться в смысле теории распределений. 
Следовательно, уравнение (111, 2; 90) имеет в качестве решения функцию только 
тогда, когда 2’ является функцией. 

Рассмотрим при х >> 0 уравнение 


Интегральные 
уравнения Вольтерра 


лед е Ко 070460). (0,2; 95) 
0 


правая часть & и ядро К которого являются данными локально-суммируемыми 
функциями, а решение ў — неизвестная функция. Если мы продолжим функ- 
ции |, 2 и К нулем на отрицательную полуось х < 0, то мы получим урав- 


нение в свертках типа (Ш, 2; 52) в алгебре @., в котором А=% + К, 
Х= }. В = в. 


ГА 

Предложение 16. Элемент А= ё К обратим в алгебре ®,, 

ГА 

какова бы ни была функция КЄ.®,, его обратный имеет вид ЗН, 
ГА 

где Н — некоторая функция из Ф. 

Мы ограничимся доказательством этого предложения для случая, когда 
функция К не только локально суммируема, но и локально ограничена, т. в. 
ограничена на любом конечном интервале. Положим символически, как 
на стр. 147, 8=1, К==а. Нам нужно обратить 1 4. В качестве обрат- 





мого элемента естественно взять ряд 1— 9-4? ... (0—1)? 4 ..., 
если этот ряд сходится. Это сводится к вычислению ряда 
В КК®+... ОК" ..., ° (1,2; 96) 


тде К*” обозначает свертку п функций, равных К. 


\ 
Покажем, что этот ряд сходится в %.,; все члены этого ряда, за исклю- 
чением первого члена 6б, являются функциями, и поэтому достаточно показать, 
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что на всяком конечном интервале (0, 2) функция К” мажорируется по мо- 
дулю общим членом сходящегося числового ряда. Обозначим М, максимум 
модуля функции К (х) на интервале 0 5 х < 2. При 0 < х < а имеем 


[К° (х) |= < хМ. (Ш, 2; 97) 





Јко=0кфа 
0 





Вообще предположим, что при 0 < х Са уже доказана оценка: 








х? п-1 
[Ко (| М (Ш, 2; 98) 
Тогда | 
х 
о [ко єекеооко да < 

0 

п 11-2 хп! п 

0 


Таким образом, мы локазали индукцией по п, что при О < х < а имеет 


место равномерная сценка 
айі 


|К*" (х) | <. Ма туг · 


(Ш, 2; 100) 


правая часть которой — общий член сходящегося ряда. 

Остается показать, что вычисленное таким способом распределение Е 
удовлетворяет уравнению А + Е =5; поскольку свертывание можно произво- 
дить почленно (предложение 7), это сводится к проверке формулы 


ЧФ а... 0" 0.) 1, @1,2;101) 
где по-прежнему 8 == 1, К = д. Эта формула очевидна. 
. Окончательно если положить 
= Н= ККК 4... 4001) К" ..., (Ш, 2; 109) 
то 


А =8-Н. 


Н является функцией (равной нулю при х < 0). Если функция К непрерывна, 
то Н будет непрерывной функцией, как сумма равномерно сходящегося 
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на любом конечном интервале (0, а) ряда из непрерывных функций, Решение 
уравнения (Ш, 2; 95) дается формулой 


Г Аха (0 Н) а 
ИЛИ 


ро) = 600) | Нод аё. (Ш, 2; 103) 
0 


Решение / выражается через правую часть © формулой, аналогичной 
формуле, которая выражает 5 через /. 


Замечания 


1) Уравнение (Ш, 2; 95) называется интегральным уравнением второго 
рода. Уравнение первого рода выглядит так: 


[Ко 0700 а= 60): (Ш, 9; 104) 
0 


оно также является уравнением в свертках, по на этот раз А = К. Ситуация 


здесь совершенно иная. Может вполие оказаться, что обратный элемент А7! 
не существует (например, если К, всегда продолжаемая нулем при х < 0, 
является бесконечно дифференцируемой функцией; в самом деле, предложе: 
пие 5 показывает, что, каково бы ни было ЕЕЗ.,, свертка К х Е будет 
бескопечно дифференцируемой функцией и не сможет равияться $). 

Если даже элемент А-' существует, то он является только распределе- 
нием и никогда не может быть функцией (ибо если бы Е было функцией, 
то свертка К «Е также была бы фуикцией и не могла бы равняться 8); сле- 
довательно, ў никогда не выражается через е так, как © выражается через /. 

—1 
Например, если К — Функция Ү(х) т 


г’ то формула (Ш, 2; 64) показь- 
М, | 


вает, что А" 
2) Существуют интегральные уравнения Вольтерра, которые пе являются 
уравнениями в свертках; таково, например, общее уравнение второго рода: 


у 


о) | Ко, 9) = (х), (1, 2; 105) 
0 


где К — непрерывная функция двух переменных х и {при х 2.0, 0 ЗЕХХ, 
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Здесь полагают 


—— 


К®(х, 9 = Кх, т) Ко ат, 
Ё 


к (Ш, 2; 106) 
К, 0) = е Ке (х, ЭК 585 а, 
а 


| 


—Н(х, 9) = К(х, 0) К (х, 94... НС" Кх, 9+... 
. (Ш, 2; 107) 


(ряд, равномерно сходящийся при 0 <5 < х < а). Решение уравнения (Ш, 2; 105) 
дается формулой 


ро) = (х) + [ На, 920) 4. (Ш, 2; 108) 
0 


Системы уравнений Система п уравнений в свертках с п неизвестными 
в свертках распределениями имеет вид 
Ар ХА 6 ХХ +... А, 3 Х, == В). 
Ау Х Аз ж Хо... А + Х,=В., 
21 14 22 2 + + 2п п 2 (Ш, 2. 109) 
Ал ж ХР Ао Хо... КА,» Х,=В,, 
где А; — коэффициенты, ДВ, — правые части, Х, — неизвестные; все эти 
элементы лежат в некоторой сверточной аглебре „#'. 


Предложение 17, Для того чтобы система (Ш. 2; 109), с дан- 
ными коэффициентами А; имела хотя бы одно решение при любых 
правых частях В,, необходимо и достаточно, чтобы сверточный 
определитель А из коэффициентов А;; имел обратный элемент в А’. 
Этот обратный элемент является тогда единственным, и система 
(11, 2; 109) имеет единственное решение при любых правых частях. 
Это решение дается формулами 


Ху= С. +В, БС + В+... Сы +В, | 
Х = Сл + В,С + В+... С +В, \ о; 110) 


Х,=С,.»+ В, С, +В, +... +С, "В, 
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где распределения С;, образуют матрицу (С), обратную матрице (Л) 
коэффициентов А, ,. 
Произведения, которые входят в вычисление определителей, естественно, 


должны пониматься как свертки. Например, определитель РО пони- 
мается как х9 — МхР. 
В матричной форме система (Ш, 2; 109) записывается так: 
(А) + (Хх) = (В), (Ш, 2; 111} 


где (А) — матрица коэффициентов А;, а (Х) и (В) — матрицы-столбцы с в 
строками: 


[х В, 
Хо В, 

(Х) == |. (В) = °|. (Ш, 2; 112) 
(х, | В, 


1) Предположим, что при любой правой части существует хотя бы одно 
решение. Примем за (В) набор распределений В, =8, В, =0 при А = /. 


Пусть Х;=С;, і== 1, 2, ..., п, — соответствующее решение; пусть, далее, 
индекс / принимает значения 1, 2, ..., п. По определению, имеем 
% 0, если іж], 
Улс) ЕЕ (Ш, 2; 113) 
т д, если і ј, 


или, в матричной форме, 
(А) (С) = (7), (Ш, 2; 114) 


где (8/) — квадратная матрица, элементы на главной диагонали которой 
равны 8, а на остальных местах равны 0. 
Отсюда получается соотношение для определителей 


Че! (А) х ае (С) = еї (87) =, (Ш, 2; 115) 


которое показывает, что определитель А = 4е{ (А) обратим в алгебре 4. 

2) Напротив, предположим. что А обратим, и пусть А! — обратный 
элемент. 

Пусть а;; — алгебраическое дополнение элемента А 
матрицы (А). 


1ј в определителе 
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Зададим матрину (С) равенствами 


Су Акад. (Ш, 2; 116) 
Стандартная выкладка с матрицами показывает, что 
(А) + (С) = (С) х (А) = (8). (Ш, 2; 117) 


Пусть теперь (Х) — некоторое решение уравнения (Ш, 2; 111); свертывая 
с (С) слева, получим 


(С) + (В) = (С) (А) х(Х) = (07) (Хх) = (Х) (Ш, 2; 118) 
или 
(Х) = (С) х (В). 
Обратно, если (Х) удовлетворяет соотношению (Ш, 2; 118), то, свертывая 
это соотношение слева с (4), мы вернемся к соотношению (Ш, 2; 111). 
Таким образом, соотношения (Ш, 2; 111) и (Ш, 2; 118) эквивалентны; 
иначе говоря, уравнение (Ш, 2; 111) имеет единственное решение, даваемое 
формулой (Ш, 2; 118); или, еще иначе, система уравнений (Ш, 2; 109) имеет 
единственное решение, даваемое формулами (Ш, 2; 110). Матрица (С) является 
обратной к матрице (А). Других обратных нет, ибо если свернуть соотношение 


(А71) (2) = 7) (Ш, 2; 119) 
с матрицей (С), то возникнет равепство . 
(А71) =. ©. (Ш, 2; 120) 


Эти построепия приложимы, в частности, к электрическим системам. Разу- 
меется, все, что здесь говорилось, не имеет пикакого специфического отно- 
шения к свертке; эти правила справедливы во всякой коммутативной алгебре 
и являются не чем иным, как общими свойствами систем уравнений, матриц 
и определителей. Заметим, что, хотя алгебра Л’ коммутативна, свертка двух 
матриц с элементами из ‹ё’ не является, вообще говоря, коммутативной. 


$ 3. Свертка в физике 


Рассмотрим в качестве примера электрический контур, содержащий 
сопротивления, индуктивности и емкости. Отправляясь от электродвижущей 
силы и тока, равных нулю, включим в некоторый начальный момент & 
электродвижущую силу е(Ё), известную при всех значениях #2; тогда 
в контуре возникнет ток с силой 1 (4); 2(Ё) будет определенной функцией 
при >В. 

Мы будем рассматривать е (#) и #(#) как функции, определенные при всех 
значениях #, но равные пулю при Ё <. Таким образом, при всяком в03- 


$ 3. Свертка в физике 155 





буждении, определяемом функцией е (#), возникает отклик, определяемый 
функцией + (4); тем самым определен некоторый оператор, который всякой 
функции е(#Р) ставит в соответствие функцию #(Ё). Этот оператор обладает 
следующими свойствами. А 

1) Он линеен. Если функции е (#) соответствует #(Ё), то функции Ае (#) 
соответствует А (#); если функциям е (#) и ез (#) соответствуют і (#) и 4, (0), 
то сумме ё; (#) 4-е, (#) соответствует сумма і (#2) ~ 1,00). 

2) Он коммутирует со сдвигом во времени. (Это свойство выражаст 
неизменность с течением времени изучаемой физической системы.) Это озна- 
чает, что если функции е(#) соответствует функция #(Ё), то функции ё(#— 1), 
получаемой сдвигом во времени, соответствует функция і (ѓ — &), получаемая 
тем же самым сдвигом во времени. 

8) Если е(Ё) равна нулю при # < 0, то и 2(Ё) будет равна нулю при 
2 < 0; из свойства 2) вытекает тогда, что если е (Ё) = 0 при Ё < Ц, то и 
і (1) == 0 при ЕЦ. 

Из этих предположений обычно выводят интуитивным способом следую- 
щие заключения, 

Примем за возбуждение е (#) „функцию Дирака“ 0? (4). (В действитель- 
пости это должно озпачать, что функция е(Ё) очень велика, порядка 1/е, 
в течение очень короткого времепи О < # < є, а затем равна нулю.) 

Обозначим через А(#) отклик Е(Р) контура. Эту величину называют 
импульсной переходной функцией (импульсной реакцией) или откликом 
системы па единичный импульс. Она представляет собой „функцию“ от #ѓ, 
равную нулю при Ё < 0 в силу предположения 3). 
| (Однако благодаря индуктивностям и емкостям она не обязана обра- 
щаться в нуль при Ё > є после выключения электродвижущей силы.) 

Рассмотрим теперь такое же возбуждение, сдвинутое во времени е (#) == 
==0(# — я). Тогда, согласно 2), соответствующий отклик {(ЁР) будет равен 
А (ё — т). Произвольное возбуждение е(Ё) является „интегральной линейной 
комбинацией“ импульсных возбуждений ё (Ё— х): 

} 
0 = | е0) 20 — х) а (Ш, 3; 1) 
0 . 
или 
ё=е х0. 


Пользуясь линейностью 1), отсюда выводят, что #(Ё) является такой же 
комбинацией откликов А(ѓ — т): 
А 
0) = |е) А 9) а (Ш,3; 2) 
0 . 
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или 
Ю=ефжаС. . (Ш, 3; Зу 

Приведенное рассуждение является, очевидно, неудовлетворительным 
с точки зрения математики. 

Во-первых, следовало бы указать, что оператор определен не только, 
для функций, равных нулю при # < 0, но и для распределений из 9 с носи- 
телями на полупрямой (0 ·. # < оо) и что такому распределению, он ставит 
в соответствие распределение #4, также принадлежащее 9. Необходимо, 
наконец, добавить к трем предположениям еще предположение о непре- 
рывности. 

4) Если возбуждения е; при }—> оо стремятся к возбуждению е (в смысле 
сходимости распределений), то отклики {,, соответствующие е, стремятся 
к отклику 2, соответствующему е. 

В случае электродвижущей силы повод рассматривать распределения 
возник естественно. Этот повод возникает еще более естественно в случае 
силы тока. Пусть через прибор, измеряющий силу тока, в момент т проходит 
элементарный ток, представляемый одним зарядом 4. Сила тока есть про- 
изводная от количества электричества по времени. Количество электричества 
равно 4У(Ё— т), т. е. равно 0 при Ё < т и равно 4 при Ё >=; сила тока, 
таким образом, равна 43 (Ё — т). Кроме того, известно, что прохождение тока 
есть дискретное явление, которое представляет собой последовательное про- 
хождение большого числа элементарных зарядов, что выглядит внешне как 
прохождение непрерывного тока. 

Математическое доказательство формулы (Ш, 3;3) производится теперь. 
следующим образом. 

По определению А, формула (Ш,3;3) справедлива для ё == ё; тогда 
в силу 2) она справедлива для ё = ё (Ё — т); в силу линейности 1) она остается 
справедливой для конечной линейной комбинации импульсов 


60 = Х е5 (— <}). 


Наконец, она верна в силу непрерывности 4) для всякого е, которое является 
пределом (в $.) конечных линейных комбинаций импульсов. Но ведь можно 
доказать, что всякое распределение из 9”. является пределом (в %,) конечных 
линейных комбинаций точечных масс; следовательно, формула (Ш, 3; З) верна 
для любого Є.®,. Именно эта теорема о плотности лежит в основе записи 
формулы (Ш, 3; 2) и перехода от формулы (Ш,3;1) к (Ш, 3; 2). Именно ее 
имеют в виду, когда говорят, что всякий ток состоит из прохождений 


точечных зарядов или что всякое материальное тело образовано большим 
числом точечных масс. 
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Итак, импульсная реакция А определяет отклик на любое воз» 
буждение по формуле (Ш, 3; 3). 

В практическом случае, который мы и рассматриваем, при Ё>0 имеет 
место формула 


! 
е() = Кі о 4 0 [194 (Ш, 3; 4) 
0 


хде Р, 1, С суть сопротивление, индуктивность и емкость контура. 
Эту формулу можно записать так: 


е= 2 «і, | (ПІ, 3; 5) 
где | 


5 1 А 

2= 8% +17 И. (Ш, 3; 6) 

Распределение 4 ({) есть импеданс контура. Оно принадлежит % И 

м позволяет выразить е через і с помощью свертки. Распределение А, которов 


‘называют 2дмитансом, или полной проводимостью, является обратным 
, 
к 2 в сверточной алгебре ®,: 


А= 2) или Ах 2. (Ш, 3; 7) 
Продифференцировав обе части, формулу (Ш, 3; 7) записывают также в виде 
("+ В+ 8 хА—Ы.. 
Таким образом, адмитанс А является функцией, которая равна нулю при 
4 < 0 и совпадает при #7> 0 с обычным решением однородного уравнения 
Іл" 4 Ки и 0 
< начальными условиями 
а00)= 1, ИФ. 


Уравнение (Ш, 3; 7) получается из (Ш, З; 5) при е= ё и їі А. 


Как обычно, положим ё = 1 (единица алгебры ®%.), = р. У = 1/р. 
Имеем 


р-р, = АРНЕ (Ш, 3; 8) 
Отсюда 


— р | . 
АТ ВрЕИС. (Ш, 3; 9) 
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Корни знаменателя равны 


ШК 4 ИК АЈС 
РЭТ 21 


А № 
Е ЕЛИ рй @и.3; 10) 


(где 1=У-Т, как это принято в теории электричества). * 
Предположим, что Ю? мало по сравнению с [/С; тогда 











Ю 7 Е 
Р 5, = УТС ( ) 
и мы имеем приближенное разложение дроби (Ш, 3; 9): 
К Ач 
2 с тд с Г —— 
д У Ию 
2. ри + РОЗНИ 
УТС (2 т УТС (7 57 те) 
Учитывая, что 
1 
— ү м 
7 (е 
и что В? мало по сравнению с //С, получаем выражение 
У -=- ғ А 
А() = уе 21. соѕ 2т т (Ш, 3; 13) 
где __ 
Т = = үІС (Ш, 3; 14) 


р 


-——- 
— период собственных колебаний, ае 2 — мпожитель, определяющий за- 
тухание. 


Упражнение. //роделайте все выкладки, не пренебрегая Р? по 
сравнению с ЦС. 

Пример, который мы только что привели, является всего лишь очень 
специальным случаем общей ситуации. Всякий раз, когда некоторая функция 
или некоторое распределение { зависит от другой функции или другого рас- 
пределения ё и удовлетворяет предположениям 1), 2), З) и 4), существует 
импульсная реакция А, такая, что {== А х ё. 


Примеры. 

1) Можно поменять роли Ги е. Можно принять і за возбуждение, а е — 
за отклик, тогда импульсной реакцией будет импеданс /. 

2) Отклик может совпадать с возбужщением; тогда А = ё. 
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3) Возбуждение и отклик могут состоять из нескольких распределений 
или функций, например возбуждение е (/), е, (#); отклик В (#), 5 (В, &(®. 
Это булег иметь место в случае сети, в которой действуют две электродви“ 
жущие силы и возникают три неизвестные силы тока. Здесь следует использо“ 
вать матрицы. Имеет место формула 


| [Ам] | 
|21 А |+ , (П, 3; 15) 
18] 148 №) | | 
которая означает, что А 
= Аі же Аже, 
р = Ау же А2 хез, (Ш, 3; 16) 
із = Аж е4 АЁ жед. 


Импульсной реакцией является, таким образом, матрица, в данном случае 
с тремя строками и двумя столбцами. Смысл каждого из ее элементов оче- 
виден; например, 3 есть значение & при е = 2, е = 0. 

4) Стержень АВ — теплопроводен. Обмен теплом с внешней средой 
происходит только на концах стержия в точках А и В, где стержень сопри- 
касается с источниками. В точке А, начиная с момента времени ѓ = 0, он 
получает меняющееся со временем количество тепла. Пусть е; (В) — количе- 
ство тепла, получаемое стержнем за единину времени в момент Ё тогда 
количество тепла, полученное от начального момента до момента Ё, будет 


равно 
ғ 


[ е, (<) дт. 


0 


Аналогично определяется е, (ѓ) для конна В. Мы хотим установить, как изме- 
няется со временем температура стержня, если эта температура равнялась () 
при # < 0. Температура И(х, В) в точке х в момент времени Ё при фиксиро- 
ванном х будет некоторой функцией №, которую можно рассматривать как 
отклик. Отсюда мы приходим к импульсным реакциям А, (Г) и А, (?) (завися- 
щим от х) ик формуле , 


О (х, = А ха. | А. хе, = 


г 





ГА 1 
= [Аб 2) е0) [4% 1 т) е, (<) 4=. (Ш, 3; 17) 
0 0 
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5) Та же самая задача возникает для волнового уравнения: резонанс полости 


при внешнем акустическом возбуждении, незатухающие колебания струны или 
воздуха в акустической трубе и т. п. 


Различные замечания 


1) Часто пытаются определить А(ЁР) экспериментально. Вместо еди- 
ничного импульса е (ѓ) =8(Ё, который иногда трудно реализовать, берут 


в качестве возбуждения ступеньку Хевисайда е (#) = Ү (#). Тогда отклик будет 
равен 


г 
= Ажу = | де) 4: 
0 


а: 
‘реакцию А определяют дифференцированием А= Но при этом надо сле- 


дить за тем, чтобы дифференцирование производилось в смысле теории рас- 
пределений. 

С другой стороны, на практике, хотя У и легче реализовать, чем 8, 
точно определить производную труднее, чем саму функцию. 

2) Примем за возбуждение е (#) = е2!. Подобное возбуждение автомати- 
чески, без расширения начальных условий, брать нельзя, поскольку функ- 
ция ерѓ не равна нулю при # < ©. Тем не менее при Вер > 0 функция е?! 


стремится к 0 при Ё—> — со и оказывается, что мы имеем право сделать 
такой выбор. Тогда 


0) = Ажеп = еп | ер А (х) ах Ж(р)е”, (Ш, 3; 18) 
0 


т. е. отклик пропорционален возбуждению. Множителем пропорциональности 
является (р); эту величину называют переходной функцией системы '); 
‹# (р) является преоб разованием Лапласа от А, что позволяет опреде- 
лить А, если (р) известна при значениях р с достаточно большой веще- 
ственной частью. 

Легко видеть математическую природу указанного выше ограничения: 
подобную процедуру можно применять, только если А имеет преобразование 
Лапласа. В рассмотренном ранее примере электрического контура величина 


«Ж(р) равнялась 
р 
Гр Кр+ 0С“ 


1) В оригинале ѓасіеиг 4е гёропѕе іѕотогрһе. — Прим. перев. 
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3) Примем за возбуждение е (В) = еі", о — вещественное. Здесь е () 
снова не равна 0 при #< 0; эта функция даже периодична и не стремится 
к 0 при ѓ > — со. Предположим тем не менее, ‘что такое возбуждение допу* 
стимо. Тогла отклик 

оо 
О = Ане == ел | ес29 Ак) а= Ж (Јә)ејә (Ш, 3;19) 
0 


снова будет пропорционален возбуждению. Множитель пропорциональности 
«Я (јо) называется частотной характеристикой системы 1); (јо) является 
преобразованием Фурье от А, что позволяет определить А, если «А (/») 
известна при всех ®. Злесь математическая природа ограничений, наклады- 
васмых на задачу, следующая: 

реакция А должна иметь преобразование Фурье, а это преобразование 
Ж (јә) должно быть функцией, поскольку оно должно иметь числовые зна- 
чения при всех о. 

В классическом случае периодического переменного тока с частотой в 
импеданс равен 


209) = Ель + бу (11, 3; 20) 
при этом 





— величина, называемая адмитансом. 

Поскольку в этих двух последних случаях возбуждение е(Ё) не равнялось 
нулю при # < 0, то же самое имеет место ‘и для {(#). При этом имеется 
бесконечно много различных возможных откликов на данное возбуждение 
(разность между любыми двумя такими откликами является откликом, соот- 
ветствующим нулевому возбуждению) и следует указать, как выбрать один 
из этих откликов. Выбирают отклик, пропорциональный возбужлению (мно- 
жителем пропорциональности служит (р) или А (/е)). Впрочем, на практике 
оказывается, что все отклики стремятся к выбранному при #—> -- оо. 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ Ш 
Упражнение 111-1. Найти в 9, распределения, обратные следующим: 
5” — 57 65, 
у = 5", 
Ү(х)ех + у. 
1) В оригинале ѓасїецг йе гёропзе іѕосһгопе. — /7 рим. перев. 


11 Л. Шварц 
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Упражнение 111-2. Решить интегральное уравнение 
х 


[о = 0 со (к 9/04 205), 


0 
тле в — данная, а  — неизвестная функция с носителями на луче (0, -- оо). 
Упражнение 111-3. Пусть о (х) — функция с носителем на луче (0, +- 55). 


Найти функцию / (х) с носителем на луче (0, -- оо), удовлетворяющую при 
х >>. 0 интегральному уравнению 


х 


[е т) /(х 8) 6 & (а). 
. 0 
Какому условию должна удовлетворять функция #, для того чтобы решение 
было непрерывной функцией? Вычислить решение в случае, когда 5 является 
функцией Хевисайда У (х). 


Упражнение 111-4. Решить интегральное уравнение 
х 
0) [соз (х 80) 09 6 (>), 
0 


где © — данная, а ў — неизвестная функция с носителями на луче (0, -- оо). 


Упражнение 111-5. Обозначим через / (7) то решение дифференциаль- 
ного уравнения 


ххх 9х == — 10с03 6 
которое удовлетворяет начальным условиям 
х(0)= 0, х’(0)=2, х" (0) = — 4. 


Положим 
- Еф =У@ ГО, 


где У(Р) — функция Хевисайда. Написать дифференциальное уравнение в смысле 

теории распределений, которому удовлетворяет Ё (#1). Найти затем Ё (2), 
ГА 

используя символическое исчисление в 9... 


Упражнение 111-6. Вычислить свертку 
У (х)ѕіпхх У(х)ѕһ2х 


Найти дифференциальный оператор Р с постоянными коэффициентами, для 
которого эта свертка служит элементарным решением. 
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Найти решение лифференциального уравнения 
уй — 3у — 4у = 0, 
которое удовлетворяет начальным условиям 
у(0) = 1, у’ (0) = у” (0) = у” (0) = 0. 
Упражнение 111-7. Показать. что функции 
е-1^1; ета ао 0; хета, а>0 
принадлежат /!. 
Вычислить свертки 
а) е1] же-1х1, 
Б) е2 ж хе-ах, 
с) хет ж хе-ам, 
Упражнение 111-8. Доказать формулу (Ш, 2; 23). 


Упражнение 111-9. Вычислить сверточные степени /“” функции 
1 при —1<х<1, 
О в остальных точках. 


9) 


Как можно было бы вывести этот результат из (/”)*"? 

Каков носитель функции }“"? 

Упражнение 1!-10. На плоскости (х, у) рассматривается конус 
0<х < [у|. Пусть / и # — две функции с носителями в этом конусе. На- 


писать (/ х 2) (и, 9). Пусть У — характеристическая функция конуса, вычис- 
лить У У. 


Упражнение 1-11. Рассматривается распределение 
5] 
о 
2 8а. 
п=0 


Пусть Е (х) — первообразная этого распределения с носителем на луче (0, + со). 
Вычислить 
Е(х) х Е(х). 
+ 
Упражнение 111-12. Решить в 2. систему уравнений в свертках 


И.М, 5+ Х. =, 
ЖА Ех Х,=0. 
11* 
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Упражнение 111-13. Решить в 9. систему уравнений в свертках 
У (хех ХУ (хех ХУ (хех Х.=И,, 
У (хех МУ (хех Хо У (х) езж ХХ. == О, 
У (хех М, У (х) езж Х,У (х) еч ж Ху == Оу, 


где (Л, Ц, Оз — известные, а ДХ}, Х,, Х; — неизвестные распределения 
, 
из 9.. 


Упражнение 111-14. (Письменный экзамен, Париж, 1959.) Обозначим 
чзрез & множество тех распределений на вещественной прямой, которые пред- 
ставимы в виде конечной суммы 


У ап, 800), (1) 
т, п 
где А , 
Ў а, „= 0 (2) 
п . 


(20 есть т-я производная распределения, заданного единичной массой 
в точке п; т — целые числа } 0, п — целые числа произвольного знака). 
Через $ ; обозначим множество распределений вида 5, =6- 5, где 5 Е 9. 
Показать, что распределение 5, Є 9, тогда и только тогда, когда оно 
имеет вид (1) с очевидными изменениями в (2), которые следует выписать. 


Первый вопрос: показать, что & является сверточной алгеброй (без 
единицы). 


Второй вопрос: показать, что если Т является периодическим распре- 
делением с периодом 1 (т. е. равно своему сдвигу *.Г при единичном сдвиге 
переменного), то 


$ *«Т=0 при 56 9 и $, «Т-==Т при 5, Е 9,. 


Пусть А — распределение с ограниченным носителем, и пусть существует 
такое распределение Е с ограниченным носителем, что 


А:ЕЄ 9}. (3) 


Показать в этом случае, что для периодического расиределения В 
с периодом 1 существует, и притом единственное, периодическое распределе- 
ние Х с периодом 1, такое, что 


Ак Х = В. (4) 
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Третий вопрос: пусть р — дифференциальный оператор с постоянными 
коэффициентами: 
а“ 4%! Ф а 
= — та... Ро а а. 5 
им М-1 ут + + 222+ 1551 0 (5) 


Показать, что функция Е (х), равная нулю при х < 0 и при х > 1, 
которая является на интервале 0 < х < 1 обычным решением однородного 
уравнения ОЕ = 0, удовлетворяет в смысле теории распределений соотноше- 
нию ОЕЕ &; тогда и только тогда, когда величины 


ср = В® (0) — Е® (1), = 0, 1, ..., № —1, (6) 


удовлетворяют некоторой системе № линейных уравнений. Выписать эғу 
систему и решить ес (решение очевилно). 


Четвертый вопрос: возьмем последовательно 


рено 


где а и 8 — комплексные числа, я==8. Найти функцию Ё (х), определенную 
в третьем вопросе, используя найденные значения ©, и общий вид решения 
однородного уравнения ДЕ = 0; существует ли эта функция при всех значе- 
ниях х и В (я + В)? 
Упражнение 111-15. Используя соотношение 
еб + Чо + С +а пт 5х еб +24 +а пд Т — ей 1@зхо+ ... +в (5 ж Т), 


найти дифференциальное уравнение в частных производных, элементарным 
решением которого служит распределение 


еб +... ъа д 
(2— п) 31и"? 


ПреДполагается, что и — целое положительное число, отличное от 2. 


ГЛАВА № 


РЯДЫ ФУРЬЕ 


$ 1. Ряд Фурье для периодической функции 
и для перподического распределения 


1. Разложение периодической функции в ряд Фурье. /ерио- 

. дом функции / (х) называется такое вещественное 

Период функции число ТГ, что (х4 Т) = ј (х). Число 0 всегда 

является периодом; число, противоположное пе- 

риоду функции ў, и сумма двух периодов функции / снова являются пе- 

риодами {; таким образом, периоды функции / образуют некоторую под- 

группу аддитивной группы А вещественных чисел. Эта подгруппа называется 
группой периодов функции /. 

Если / непрерывна, то ее группа периодов является замкнутой под- 
группой А, ибо всякий предел Т последовательности периолов Т, функции } 
также является периодом є. Но ведь существует только три категории зам- 
кнутых полгрупп группы А: 

1) подгруппа, сволящаяся к 0. Функция /, не имеющая периодов Т =#0, 
называется дле рчодической; 

2) вся группа №. Функция, имеющая периодом любое вещественное число Т, 
равна постоянной; 

3) множество кратных /7, (1 — целое число, положительное, отрицатель- 
ное или равное нулю) некоторого числа Т, > 0. 

Если группа периодов / принадлежит к одной из двух последних кате- 
горий, то функция / называется периодической; число Т, в третьем случае 
называется основным периодом функции ў. 


Замечание. Для функций на Ю” (т. е. для функций п переменных) 


периодом является такой вектор Т, что ЕР = О. 

Периоды функции / образуют адлитивную полгруппу группы свободных 
векторов в Д”. Эта подгруппа будет замкнутой, если / непрерывна. Однако 
категорий в „этом случае будет больше трех (6 в №, (й + 1) (п 4 2)/2 в А"). 

Пусть Т.. т, 4.) Т, — п линейно независимых векторов в А"; множе- 


ство их линейных комбинаций ЦТ, +. ИТ, с целыми коэффи- 
циентами /1, №, ..., 1, (произвольного знака) является очень важной подгруппой, 
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Функция, допускающая в качестве периода любой вектор подобной под: 
группы, называется п-периодической. 


Для того чтобы экспонента е^ имела вещественный 


Экспоненты период Т >> О. необходимо и достаточно, чтобы 
периода Т. еМ = 1, т.е. ХТ = 28іт. Если период Т задан, то 
Ряд Фурье возможными значениями А будут числа 


2п , 
А = ік = ідо. 


Число ® называется частотой, сопоставляемой периоду ТГ. Если положить 
В = 0, то получится константа 1, имеющая группой периодов всю Ю. При 
8-2 0 возникает экспонента, равная по модулю |, основным периодом кото. 
рой является Т/|#|. 

Основная задача, которую мы собираемся поставить, состоит в следуюцем. 


Пусть / — периодическая функция, допускающая период Т. Разложима ли 
эта функция в ряд 


оо 
Хбх) = Ў) се! ЧУ. О 
Е= — о 
(так называемый ряд Фурье), каждый член которого с точностью до но. 
стоянного множителя является одной из экспонент, имеющих период Т. 
Члены с противоположными значениями А иногда группируют попарна 
и заменяют ряд по экспонентам рядом по косинусам и синусам: 


А) = а У (а, соѕ х -- Б, ѕіпАх). (1У, 1: 2) 
#1 
Связь между коэффициентами а, 6, и с, очевидна: 
20 — 60, Со — 80, 

с, — ар — Фь | 
аа 06 С | 0 (1У, 1:3) 
— {і —- а ір 7 ` 1. 

Бр = і(с, сь). с, Е в, | 


Предположим, что ряд (1У, 1; 1) равномерно сходится 


орион (откуда вытекает, что функция / непрерывиа), 

суммируемой Тогда почленным интегрированием можно вычислить 
функции величины 
а+т 


А а , 
с, = | убх) ет вок =. (№, 1; 4) 
а 
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Интервал (а, а-- Т) есть интервал периодичности функции ў; интеграл, 
очевидно, не зависит от выбора этого интервала, т. е. не зависит от выбора а. 
Действительно, при 2 е а можно написать 


5-+Т а+т ь+т 
7 07-2) 


Разность, стоящая в скобках, равна нулю. ибо функция & (х) = /(х)е- ‘ёх 
допускает Т в качестве периода: 


Ь+Т 


[ позах = Гавта= — [афа 


. а+т 


ах 
(здесь сделана замена переменного х =&- Т). Наличие -—— показывает, что 


Т 
величина С , является средним функции ] (х) е" по интервалу периодичности: 
а+тТ 
ах м 
_У Я) еі Ю ох =. = (1\, 1; 5) 
{= – оо 


Но ведь 


а+тТ 6 Ї 1 А 0 
А ах —_ =, если т , 

[ е тох тс х= то |, Г 

а 


1, если т = 0). 


(1У, 1; 6) 


Окончательно находим, что в сумме У остается только один член +0, 
а именно член с / = А, откуда 


С, = с. (У, 1; 7) 


Таким образом, если функция / непрерывна и если она обладает 
равномерно сходящимся рядом Фурье, то этот ряд полностью известен, 
причем 


а+т 
п=%0= ] Дея 4%. ОУ, 1; 8) 


Величины с, () всегда определены (даже если { не непрерывна) при условии, 
что { локально суммируема (суммируема на любом конечном интервале, 
или, что то же самое, по причине ее периодичности, суммируема на любом 
интервале периодичности). Во всех случаях мы называем величины с, (Г) 
коэффициентами Фурье функции }; они не меняются, если изменить / 
на множестве меры нуль, поэтому можно считать, что / определена только 
почти всюду. 
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Для разложения в ряд по косинусам и синусам сразу же получаем формулы 


а+т 


а= | Ро), 


а+тТ 


а =? | у (х) соз вох 5, СУ, 1:9) 


ат > 0 
=? | / (х) зіп вох 9, 


(это можно сделать, либо вычисляя а, и 6, по формулам (ІУ, 1; 3), либо 
непосредственно тем же методом, что и для с). Множитель 2 возникает 
из-за того, что среднее функций соѕ Аюх и зіп? Аюх по интервалу перио- 
дичности равно !/, при ё > 0, в противоположность случаю А = (0), когда 
среднее от 1 равно 1. 

1) В образовании коэффициентов Фурье принимают 
участие значения функции / на всем интервале пе- 
риодичности, в противоположность коэффициентам 
ряла Тейлора, в образовании которых принимают участие только значения 
функции в окрестности точки, в которой производится разложение. 

2) Если функция / четна или нечетна, то полезно использовать тригоно- 
метрические ряды. В самом деле, если / четна, то могут быть отличны от 
нуля только коэффициенты а, (включая сюда а,), ибо фуикции / (х) ѕіп Ах 
нечетны и их интегралы [по интервалу периодичности (— Т/2, Т/2)| равны 
нулю; если же /, напротив, нечетна, то только коэффициенты №, могут быть 
отличны от 0, ибо функции / (х) соѕ Вох нечетны и их интегралы равны нулю. 

В каждом из этих случаев функция, от которой для вычисления коэф- 
фициента ==0 берется среднее, является четной, и ее среднее можно вычи- 
слять по полупериоду, например по интервалу (0, 7/2): 


Тр 


а= т | одах. 


Различные 
замечания 


Ј четна: 


| „(=> (х) с0$ Бох ах, в> 0% 


Ј нечетна: 6, (/) = = (х)ѕіп юх ах. . {[У, 1; 10) 


0 

ТР 
[7 
0 

тӘ, 
[У 
0 
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Аналогично если { удовлетворяет соотношениям другого типа, то неко- 
торые коэффициенты Фурье обращаются в нуль или удовлетворяют простым 
соотношениям. Например, если / допускает в качестве периода не только 7, 
но и некоторое частное Т/р, то сохраняются только те коэффициенты сь, 
у которых А кратно р, т. е. только те, для которых соответствующие экс- 
поненты е2*5* также имеют период Т/р. 

3) Пусть / — данная функция на интервале (а, 5). Разложением в ряд 
Фурье функции } на интервале (а, Б) называют разложение в ряд Фурье 
периодической функции /;, имеющей период $ — а и совпадающей с є при 
а < х < ф. Заметим, что если функция ў непрерывна в точках а и Би 
у (а) + } (Б), то Л, обязательно будет разрывной в точках а и 6. Аналогично 
разложением в ряд Фурье по косинусам (соответственно по синусам) функ- 
ций /, заданной на интервале (0, 2), называют разложение в ряд Фурье 
функции /;, которая четна (соответственно нечетна), периодична с периодом 22 
и совпадает с ў на интервале (0, Ё). Заметим, что в случае ряла по сину- 
сам функция /; обязательно будет разрывной в точке х == 0 (или х == 1), 
если функция / непрерывна в точке х = 0 (или х= 1) и (0) +0 (или 
70) 5 0). 

Разумеется, во всех случаях можно выразить коэффициенты Фурье через 
средние от значений / в данном интервале (а, 5) или (0, Г). Мы уви- 
лим, как используется этот факт в теории колебаний струны и акустиче- 
ских труб. 

Заметим, наконец, что всегда имеют место оценки 


а+тТ 


у | «(< | ОО = Аа вир 17 009] (ІУ, 1511) 


а 


и аналогичные оценки для коэффициентов ряда по косинусам и синусам: 


а+т 


ПОЧИНЕ 


а 


ть вир [ор ОУ, 119) 


[а, (РІ а+Т 4х 9 р 
17 д1 == т ПАТ < 2 зир |7 (А) при А2 0. 


Можно доказать, что с, всегда стремятся к 0, когда & —» оо (теорема, принад- 
лежащая Лебегу). 
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2. Разложение периодического распределения в ряд Фурье. Мы бу- 
п 9 дем в этой главе обозначать распределения буква- 
ериодические ми и т. п., чтобы из . 
распределения 9, 7 п., чтобы избежать смешения с перио 


дом Т. Пусть ў — локально суммируемая функция, 
Ее сдвиг / (х — Г) определяется функционалом 


(70 —Т), Фу = с — Т) фах = 


хо 


= [лсд тах = (у (о), ф(х Туу. @\, 1:13) 


Это наводит на мысль определить сдвиг ,_т распределения 7, формулой 
ть 9(х)) == (9, (х + Т). (ІУ, 1; 14) 


Распределение Л будет называться периодическим, допускающим период Т, 
если Т,_-т=,; иными словами, оно будет называться периодическим, если 


{Те (х Т) —– ф(х) = 0, (ТУ, 1; 15) 
какова бы ни была функция 26 %. 

Пусть Г — окружность с центром 0 длины Т 
р на плоскости х0у. Всякой функции / на Г можно 
поставить в соответствие функцию { на №, положив 
у(х) = (М) где М — точка на Г с криволинейной абсциссой $ = х. Начало 
отсчета А криволинейных абсцисс — точка окружности Г, лежащая на Ох; 

направление отсчета — против часовой стрелки. 

Функция ў является периодической, допускающей период 7. 

Обратно. если } — периодическая функция на №, допускающая период Т, 
то она получается предшествующей процедурой из некоторой и притом един- 
ственной функции /; функция / определяется равенством / (М) (х), где х— 
одна из криволинейных абсцисс точки М (все эти криволинейные абсциссы 
равны друг другу с точностью до целочисленного кратного Т). Соответствие 
1—/ между функциями на Г и функциями на Ю, имеющими период 7, 
являются изоморфизмом между этими двумя множествами функций. Для 
функций на Г имеются понятия непрерывности, дифференцируемости по 


а 
криволинейной абсциссе 5 ° СУммируемости по 45$ и т. п., которые на- 


ходятся в соответствии с понятиями непрерывности, дифференцируемости по х, 
локальной суммируемости и т. п. для периодических функций на 2. 
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Следует также заметить, что одна из наиболее распространенных причин, 
по которой вводятся периодические функции, состоит в том, что функцию 
на тригонометрическом круге хотят рассматривать как функцию угла 8 с пе- 
риодом 2м. 

Обозначим через (Г) пространство комплекснозначных функций на Г, 
бесконечно дифференцируемых по криволинейной абсциссе $. (В силу соот- 
ветствия, которое мы определили в начале этого параграфа, эти функции 


ФЄ 9 (Г) сопоставляются бесконечно дифферениируемым функциям Ф на Ю, 
образующим некоторое подпространство пространства &, но не имеющим 
отношения к функциям из 9 (/9).) Функции $, —>0 в 9 (Г), если они вместе 
с каждой из их производных равномерио стремятся к 0 на Г. 

Таким образом, пространство (Г) оказывается более простым, чем про- 
странство 9(Ю) (это объясняется тем, что Г — ограниченное множество). 
Функция, тождественно равная 1 на Г, принадлежит (Г), тогда как функ- 
ция, тождественно равная 1 на А, не принадлежит 9 (В). 

Пространство (Г) —это пространство линейных непрерывных 
форм на 2 (Г). 
Пусть # — локально суммируемая функция на Г, 


Взаимно однозначное у — соответствующая периодическая функция на А. 
соответствие между Хх 
распределениями Для функции о Е 2 (Ю) построим функцию Ф — сумму 


с периодом Ти сдвигов функции $: 
распределениями К оо 
из 2' (Г) ф(х) = № ф(х +17). (ІУ, 1; 16) 


Функция Ф является периодической с периодом Т и бесконечно дифферен- 
цируемой. Поэтому она соответствует некоторой функции ФЕ 2 (Г). В дей- 


ствительности, разумеется, при каждом значении х сумма Ў; является ко- 
нечной суммой. Легко видеть, что 


[оффе = [Тод 0) ах. (ІУ, 1; 17у 
г Р 


В самом деле, правая часть этого „равенства равна 
со СОТ 


У | Ўо)еоуах У Г ово тах 


{= оо ІТ і= –оо 0 т 
= ро) фо) ах, (ІУ, 1; 18) 
о 


а этот интеграл равен левой части равенства (1У, 1; 17). 
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Таким образом, возникает мысль определить периодическое распреде- 
ление 7 периода Т на №, сопоставляемое распределению 7 на Г, формулой 


(Л. 9) = (7. Ф). (ІУ, 1; 19) 


Эта формула действительно определяет некоторое периодическое распределе- 
ние 27, ибо если заменить ф(х) на $(х--Т), то функция Ф, а значит и Ф, 
не изменится. 

Например, пусть 2 — распределение ё на Г, образованное массой +1 


в точке с криволинейной абсциссой 0; тогда Л будет образовано массами -{1, 
помещенными во все точки с абсциссами [Г на прямой: 


5] оо 


(5, Фу = У Ф007) или = У (х — ІГ). (ІУ, 1; 20) 
р 


= - оо = –‹о 


Обратно, можно показать, что всякое периодическое распреде- 
ление периода Т на Р является распределением Т, сопоставленным 
некоторому, и притом единственному, распределению Т на Т. 

Поэтому мы будем отныне рассуждать всегда о распределениях 7 на Г. 

На окружности Г существует, с точностью ло крат- 
Свертка в ©' (Г) ных Т, сложение дуг. Поэтому можно определить 
свертку двух распределений 5? и 7 формулой 


{97 - 7, ф) = (8 9 7, Ф 1). (У, 1; 21) 


Эта свертка существует всегда, ибо всякое распределение на Г имеет огра- 
ниҷенный носитель. Она обладает теми же самыми свойствами, что и свертка 
на №, но является более простой. В частности, 6х ==, 7 = и 
т. п. В случае двух функций / и х свертка дается формулой 


в = [ле—вафаь | (ТУ, 1:22) 
Е 
Для соответствующих периодических функций / и & на № эта свертка запи- 
сывается в виде 
а+тТ 
по) = | 50804, (У, 1:23) 
а 


4 


где (а, а-- Т) — произвольный интервал периодичности. Эта свертка не имеет 
никакого отношения к свертке функций } и р на Ю. Последняя содержала бы 
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оо 


интеграл [ и к тому же не имела бы смысла в случае двух периодических 
со 


(и имеющих тем самым неограниченные носители) функций. 


Коэффициенты Фурье локально суммируемой функ- 


Ряд Фурье ции / на Г суть не что иное, как 
для распределения 
с (р) == [| (в) еее 9 45 (1. г"). (ІУ, 1; 24) 
г 


Поэтому мы определим коэффициенты Фурье распределения тє®'() 
формулой 


1 . 
" с.) = тр 7, е 5). (ІУ, 1; 25) 
Рядом Фурье распределения Л мы будем называть ряд 
У, сь (т) ее, (ІУ, 1;26) 


где с, (7) даются равенством (У, 1; 25). 


Пример. Для 2 = имеем с, 8)= 5-0, е- әу =т ‚ и, следова- 
тельно, ряд Фурье для 6 имеет вид 


е] 


№! 1 А 
— ріВоѕ 
У тё 


= —со 


Пусть некоторый тригонометрический ряд х, Сео сходится к рас- 


пределенню ФТ в (Г) (т. е. для любой. 62 Г) числовой ряд 


„ХС (еә, Фу сходится к числу (7, $)). Полагая ф== ет‘ и учитывая 
равенство (ІУ, 1; 6), будем иметь 


ТС, = (7, е-*°%) = Тс, (7). (ІУ, 1; 27) 


Итак, никакой тригоно мет рический ряд, кроме ряда Фурье для 7. 
не может сходиться к 7 в 9 (Т). 

Мы увидим в дальнейшем, что присутствие множителей Т или 1/Г услож- 
пяет все формулы. Формулы будут, конечно, наиболее простыми в случае, 
когда Т = 1, о = 21. 
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$ 2. Сходимость рядов Фурье в смысле теории 
распределений и в смысле теории функций 


1. Сходимость ряда Фурье распределения. . 
Предложение 1. Ряд Фурье распределения 68 сходится қ 3 
(в пространстве распределений 5’ (Г) ): 
У ео 8. (ІУ, 2; 1) 


В = – оо 


Мы уже заранее знаем, что этот тригонометрический ряд сходится в 9” (Е), 


поскольку его коэффициенты, равные ограничены и, значит, мажори- 


т 
руются некоторой степенью |Ё| (см. гл. П, предложение 14). 

Нам остается показать, что его сумма ХТ равна ё. Умножим его почленно 
на ©1455; 


еі р — У + еЁ #4 — (ІУ, 2; 2) 
ИЛИ 75 
(2 1) 0. (ІУ, 2; 3) 
Таким образом, 7 удовлетворяет мультипликативному уравнению 
97 =0, . (ТУ, 2; 4) 


где а = е! — 1 — данная, бесконечно диффереицируемая функция, отличная 
всюду от 0, кроме единственной точки 5 = 0 окружности Г, в которой она 
имеет простой нуль [а (0) = іо == 0]. Мы знаем, что в этом случае 27 про- 
порционально ё (гл. П, предложение 8): Л = Сё. Но, по определению схо- 


оо 


димости распределений, равенство У дев — 8 означает, что 
= –оо 
У (е, 26) = СФ(0) (ІУ, 2; 5) 


В= – оо 
для любой функции ФЄ Р (Г). Полагая ф = 1, имеем 
. О при А0, 
(еіёоз, у =| р 
Т при В = 0, 
откуда С = 1. Ч. ит. д. 


(ІУ, 2; 6) 
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1, А 
Можно также сказать, что из равенства У т ё = Сб обязательно 
в 


и 
1 
5 


вытекает [см. (ІУ, 1; 27)] равенство 
1 А С 
т = с (60) = Сс, @) = т, откуда С = 1. 
Замечание. Если вместо Г взять вещественную прямую 2, то легко 
со 
м 1 
увидеть, что ряд У де“ сходится в 9”(Ю) к периодическому распре- 


В = – о 


делению Ў (х — ІТ), несущему массу 4+1 в каждой точке с абсциссой, 


{= -со 
равной целочисленному кратному Т: 
м 1 
У те = У (х —1Т). (ІУ, 2; 7) 
Е= – со 1=-—0оә 
Предложение 2. Ряд Фурье распределения 7 
Сходимость ряда на Г (или периодического распределения 7 на В) 


Фурье распределения сходится к этому распределению в ®' (Г) 
[или в ®' (Р): 


Ў с) ео = д. (У, 2; 8) 


В = ~ о 
В самом деле, в силу непрерывности свертки (без осложнений с носи- 
телями, поскольку на Г все носители ограничены) мы можем почленно свер- 
Нуть ряд (1У, 2; 1) с распределением 7 Є 9” (Г): 


г=7+2= У те +7). (ІУ. 2; 9) 
= оо 
Полученный ряд должен быть сходящимся в 9’ (Г). Но, согласно формуле, 
дающей свертку распределения с бесконечно дифференцируемой функцией 
[см. формулу (Ш, 2; 24), мы имеем 


7 к еівеѕ — (т еко (5-8) = ет, ет‘ — Тс, (7) еѓёәѕ, (У, 2; 10) 
так что ряд (1У, 2; 9) совпадает с рядом (1У, 2; 8) 1). 
') Мы доказали (гл. 11, предложение 14), что если | сь | мажорируется при № -> оо 


некоторой степенью | ё |, то тригонометрический ряд У сһеі% будет сходящимся 


в 2' (1). Мы приняли без доказательства обратное утверждение. Таким образом, 
для любого 7 є 9' (Г) величины |с, (7) допускают подобную мажоранту. 


$ 2. Сходимость рядов Фурье 177 








2. Сходимость ряда Фурье функции. Если предположить только, что 
функция ў локально суммирусма, то нет оснований надеяться, что ряд Фурье 


У с, (Г)е!х будет сходиться к / (х) во всякой точке х, ибо изменение 
в. 


Хә 


функции / на множестве меры нуль не изменяет ее коэффициентов Фурье; 
можно, самое большее, ожидать сходимости почти всюду (т. е. для почти 
всех значений х) или сходимости в среднем, т. е. сходимости в простран- 
стве [1 классов суммируемых функций на интервале периодичности (а, а + Т). 
К сожалению, это не так. 

Предположим поэтому, что функция / непрерывна. Казалось бы. мы вправе 
ожидать сходимости во всякой точке х, и даже равномерной сходимости; 
здесь это снова не так. 

Тем ие менее справедлива следующая теорема. 


Предложение З. усть  — функция с ограниченным измене- 
нием в интервале периодичности. Тогда ряд Фурье функции } 


х 


У сея (ІУ, 2: 11) 
Е У 


о 


условно сходится в любой точке ХЄР к среднему арифметическому 
из предела слева ў (х — 0) и предела справа ј (х ++ 0): 


А А 


нп Ус (ене (сх — 0) О +-0)). У, 2:10) 


М оо 40, 


Если, в частности, функция (с ограниченным изменением) ў непре- 
рывна в некоторой точке х, то ее ряд Фурье в этой точке сходится 
к ў (х); если во всякой точке х замкнутого интервала (о, В) функция } 
непрерывна (и, значит, также непрерывна слева в точке х и непре- 
рывна справа в точке 3). то условная сходимость будет равномер- 
ной на (а, 3). 

Эта теорема требует некоторых замечаний и определений. 

1) Полным изменением У (/; (а, б)) на (а, б) функции ў, определен- 
ной а замкнутом интервале (а. 6), называется верхняя грань сумм 


—1 
У Р(х; .1) — (хр, взятая по всевозможным разбиениям интервала (а, 6) 
і= 0 А 
на конечное число частичных интервалов: 
(а= хо, Ху). (ху. 3), 6066 (Хар ВЕХ,). 


12 Л. Шварц 
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Если величина У (}; (а, 6)) конечна, то говорят, что функция ў имеет 
ограниченное изменение на (а, 2). Всякая монотонная ограниченная функ- 
ция имеет ограниченное изменение, причем И (7; (а, 5)) = |7 (0) — у (а). 
Отсюда вытекает, что разность двух возрастающих ограниченных функций 
имеет ограниченное изменение; можно доказать, что, и обратно, всякая функ- 
ция с ограниченным изменением представляет собой разность двух возрастаю- 
щих ограниченных функций. В частности, если пекоторая ограниченная функ- 
ция имеет только конечное число отиосительных максимумов и минимумов, 
между любыми двумя из которых она монотонна, так же как между а и 
первым из них и последним из них и Ё, то она является функцией с огра- 
ниченным изменением. Это показывает, что ограниченные функции, встре- 
чающиеся на практике, имеют ограниченное изменение. Можно, однако, дока- 
зать существование непрерывных функций с неограниченным изменением, и 
даже таких функций, которые имеют бесконечное число относительных мак- 
симумов и минимумов на любом интервале (а, В). 

Непрерывная функция с ограниченной производной (в обычном смысле) 
является на ограниченном интервале (а, 5) функцией с ограниченным изме- 
епием, причем 

(2 


УС; (а, 5) = | |7 ах. 


а 


То же самое справедливо, если ў имеет только конечное число точек 
разрыва первого рода, а в остальных точках имеет производную, ограничен- 
ную по модулю фиксированным числом; иптервал (а, д) снова предполагается 
ограниченным 1). 

2) Функция { с ограниченным изменением ие обязана быть непрерывной, 
однако в любой точке х она имеет предел слева и предел справа: 


Р(х 0) == іт (х 4-8), 
(0) 
< 0 


Ў 0) = іт (я ө). 


г> 0 


(У, 2; 13) 


1) Формулу для полного изменения в этом случае следует модифицировать. 


К интегралу Г (х) | 4х надо добавить сумму модулей скачков функции у во всех 


а 
точках разрыва У; | / (х; 4+0) — / (х; — 0) |. — Прим. перев. 
1 
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Эти пределы, вдобавок, совпадают (и фупкция { является непрерывной) 
всюду, кроме, самое большее, счетного числа точек х. А 

3) Когда мы говорим, что ряд Фурье является условно сходящимся, 
мы хотим сказать, что он, как это указывает формула (ІУ, 2; 12), является: 
условно сходящимся при группировке членов с противоположными значе- 


м 
м, 
ниями №. Сумма Ў с, (е) еіё°х имеет предел, однако каждая из сумм У 
= ~ № в = (} 
0 


а 
И У, не обязательно имеет предел. Напротив, в случае ряда по косинусам 
#=-М 


и синусам ряд по косинусам и ряд по синусам по отдельности сходятся, 
поскольку они являются рядами Фурье для функций 


гсм) (х) 7С х) 
2 у 2 у 
каждая из которых имеет ограниченное изменение. 

4) Случай, когда прелелы / (х — 0) и }(х-- 0) различны, сразу же све- 
дется к случаю, когда они совпадают (и функция ў непрерывна в точке х), 
как только нужная сходимость будет проверена для какой-либо частиой функ- 
ции с ограниченным изменением, разрывиой в точке х. Но ведь всегда можно 
предполагать, что х = 0; выбирая в качестве } нечетную функцию, раз- 
рывную в начале координат, будем иметь / (0-0) = — у (0 — 0) 5 0; полу- 
сумма этих пределов равна нулю, а поскольку ў нечетна, ее ряд Фурье 
содержит только синусы, которые все обращаются в нуль при х = 0, и, 
значит, он сходится при х == 0 к пулю, т. е. к полусумме пределов. 


Доказательство предложения 3 является достаточно тонким; оно исполь- 
зует теорию интеграла Дирихле: 


Ь 
[ло мех ах. 


Его можно найти в книгах по дифференциальному и интегральному исчис- 
лению !). 


Мы же ограничимся простейшим случаем: 


Предложение 4. Если функция ў дважды непрерывно дифферен- 
цируема, то ее ряд Фурье сходится к ней абсолютно и равномерно, 


1) См., например, У иттекер и Ватсон, Курс современного анализа, т. |, 
$ 9.42. Физматгиз, М., 1962. — Прим. перев. 


[2+ 
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Предположим, что / имеет одну пепрерывную производную /’”. Одна 
интеграция по частям при А + 0 дает 


а+Т а+Т 


--іКюХ --{Вфх 
= 27], [67009.02 





а 


Обинтегрироваиный член равен пулю в силу периодичности. Возникает очень 
важная формула | 


с) = с» (1. (ІУ, 2; 15) 


• 


В обшем случае, если функция / т раз непрерывно дифференцируема, имеем 
при ё = 0 


= (=). с» (7). (ТУ, 2; 16) 


откуда 
а-Т 


т = е. ОУ, 2; 17) 
а 





1 
Во 


[с, [< 








Итак, чем более регулярна функция ў, тем быстрее стремятся к нулю 
ее коэффициенты Фурье при |2 |-> оо. 
В частности, при т = 2 модуль | с, (7) | мажорируется величиной М./ | А (2, 
оо 


и поскольку |е‘ |= 1, ряд из модулей № |с, (7) еѓе°х | мажорируется 
В оо 


2-2 < м, 

при всех х знакоположительным сходящимся числовым рядом [201+ У р 

В = —оо 

+0 
Этим, разумеется, доказано, что ряд Фурье функции / сходится абсолютно 
и равномерно. Его сумма # является непрерывной функцией; остается по- 
казать, что & ==. Известно, что ряд Фурье сходится к { в смысле теории 
распределений (предложение 2); сходясь равномерно к #, она Гогіогі сходится 
к гв смысле теории распределений. Таким образом. функции / и &, как 
распределения, равны, а значит, они равны почти всюду как функции; будучи 
непрерывными. они равны всюду. Ч. ит. д. 


Замечание. Формула (ІУ, 2; 16) обобщается на распределения. Из ра- 
венства (1%, 1; 25) по самому определению производной распределения вы- 
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текает формула 


с) т", езу С" (у, (етуу 


= (вь)" -- (7. 2-й) == во)" с, (7), (У. 2:18) 


которая обобшает формулу (1%, 2; 16). 
Можно также рассуждать и иным способом: из соотношения 


оо 
= Ў с, (Те (ТУ, 2; 8) 
В=-х 
почленным дифференцированием, всегда законным для распределений, вы- 


водится соотношение 
оо 


"= Ўр с, (7) во)" еівоз. (1%, 2; 19) 
= –со 
Мы имеем здесь сходящийся тригонометрический ряд, поэтому правая 
часть формулы является рядом Фурье для левой: 


с") = Ио)" с, (7). (ІУ, 2; 20) 


Это и есть формула (1%, 2; 18) — обобщение формулы (1У, 2; 16) на перио- 
дические распределения. 


$ 3. Гильбертовы базисы в гильбертовом пространстве. 
Сходимость ряда Фурь? в среднем квадратичном 


1. Определение гильбертова пространства. Гильбертовым простран- 


ством называется векторное пространство : над полем комплексных чисел С. 
> = 


снабженное формой (х, у), со значениями в С. Эта форма называется ска- 
лярным произведением и обладает следующими свойствами: 


> > 

1) Форма (х, у) — эрмитова: 
Их У У) + (8. У 
ХХ у) = (х1. у) + (х). у). . 
> = > > => > > (ТУ, 3; 1) 
(х, у + у) = (х, ур) +0. у), | | 


(их. ру) == Мих, у). | ОУ, 3; 2) 
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> 

Говорят также, что это скалярное произведение линейно по х и полулинейно 
> 

по у. Кроме того, 


> > > - 
(х, У) = (у, х) (эрмитовость). (1У, 3; 3) 
Условие эрмитовости эквивалентно условию 
> > > 
форма (х, х) всщественна при всех х, (1%, 3; 4) 


2) Форма (х, У) — положительно определенная, иначе говоря, 
и мре 0 > 
х, х) >20 при всех х, 

> > > > МУ, 3; 5) 
(х, х) == 0 равносильно х = 0. 


Отсюда, записав, что 
> > > > 
(х + Ху, х Ау) 20, 


можно вывести неравенство Шварца !): 


> => > > => А 
[0х. у) | <, х) Ус. У), (1У, 3; 6) 
а из него — неравенство Минковского: 
Исту ху «Ис ЭФИ 9. 87) 
> >. 
Отсюда вытекает, что функционал х" И, х) является нормой на 0; 


6 является, таким образом, нормированным пространством ?). 
3) В метрике, определяемой этой нормой, пространство 98 является 
полным, т. е. оно является банаховым пространством 3). 


2. Гильбертов базис. Пусть © — гильбертово пространство, и пусть 
> > > 
(е1); су — семейство векторов е; из 22. Говорят, что семейство (е;);с; является 
гильбертовым базисом в 98, если выполняются два условия. 


г) В русской литературе его называют также неравенством Коши — Буняковского. 
— Прим. перев. 

2) Подробней об этом см. в книге Г. Е. Шилова, Математический апализ, спе- 
циальный курс, изд. второе, Физматгиз, М., 1961. — /7рим. перев. 

3) Банахово пространство —— это полное векторное нормированнос пространство. 
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> 
1) Векторы её; попарно ортогональны и имеют норму 1: 


> > к и і = р 


(е, е) = 0, == 1, 1}. (1%, 3: 8) 


> 
Из этого условия вытекает, что векторы е; линейно независимы. 
> 


2) Система векторов (е:); сј является тотальной в $, или топологи- 


чески производящей ©. (В литературе часто попадается термин полная, 
однако этот термин является неправильным и ведет к путанице.) Это озна- 


. > 
чает, что множество конечных линейных комбинаций векторов е; плотно в , 
Можно доказать, что для этого необходимо и достаточно, чтобы ни- 
> 


> > 
какой вектор х + 0 не был ортогонален по всем векторам е;. 
> 
Пусть теперь система (е;), <, является некоторым гильбертовым базисом 


> 
в гильбертовом пространстве ©. Для любого вектора х ЄС 90 можно обра- 
зовать комплексные числа 


ху (5, ё). (ІУ, 3; 9) 


> 


называемые координатами’ вектора х в данном гильбертовом базисе. 
Можно доказать следующее: 


Теорема о гильбертовых базисах, или предложение б, 
> > > 

1) Пусть хЕ 0, х= (х, е). 
"а > > 

Ряд У х;е; суммируем в 98, и его сумма равна х. 
ѓе! 

Ряд Ў, | х, |2 суммируем, и его сумма равна || х1. 
#61 > > > а — 

Кроме того, если уЄ 6%, у, ==(у, е), то ряд У ху; суммируем 

> > тс! 
и его сумма равна (х, у). 
2) Обратно, пусть (х2); ср — семейство комплексных чисел, такое, 


Ы) ч > 
что числовой ряд Ў! [х;|? суммируем. Тогда ряд У х:е, суммируем в ®. 
те! [Е 


> 
а его сумма х является единственным вектором из 98, таким, что 


> = , 
(х, 6) = х, при всех Ї. 


184 Гл. ТУ. Ряды Фурье 








-> => 
Сходимость ряда У хе; к вектору х означает, что для любого є > 0 
121 


существует такое конечное множество /с/, что для любого конечного мно- 
жества К >./ выполняется неравенство 


(2 хе) сє. (ТУ, 3; 10) 


МЕК 





3. Пространство 42 (7). Обозначим /2(0, Б) пространство классов 
функций / с суммируемым квадратом на интервале (а, б) (слово классы 
означает, что две почти всюду равные функции отождествляются). Иными 
словами, рассмотрим измеримые функции /, у которых иигеграл 


д [4 
Плод Рах 


кочечен. 
12 (2, Б) является векторным пространством, ибо если Ў Є? и 2Є12?, то 


7+2] 20172-1?) и, значит, / 4-6 12. (17, 3; 11) 


С другой стороны, напомним, что 2| 76| 17 |2-- |612 и, следовательно, 
при СЁ? и 261? произведение {5 суммируемо на (а, Б). В частности, 
если интервал (а, 6) конечен, то, полагая 2 == 1, видим, что всякая функция 
с суммируемым квадратом на конечном интервале а Їогіогі буд>т суммируемой. 
[Обратное неверно, как показывает нример функции / (х) = пух на интер- 
вале (0, 1). На бесконечном интервале такое включение не имеет места ни 
в 1у, ни в другую сторону: 

функция / (х) = 1/х имеет суммируемый квадрат, но не суммируема на 
(1. 4-00): _ 

функция (х) = Ух (х 13] суммируема, но ее квадрат не суммируем 
на (0, + оо)]. 


На пространстве /2 (2, Б) мы рассмотрим скалярное произведение 
А 
(0) | уо) Сд ах. (У, 3; 12) 
а 


Это, очевидно, положительно определенная эрмитова форма (юз равенства 
А 


Длсорах=0 вытекает, что / равна нулю почти всюду). 


а 
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Можно доказать (теорема Фишера -- Рисса), что Е?(а, Б) полно в мет» 
рике, определяемой нормой 


НИ 
= у лорак, (У. 3:19) 


значит /2(а, 6) являстся гильбертовым пространством. 

Если б= а 4- Т. то пространство /? (а, а--Т) будет, очевидно, изо» 
морфно пространству классов периодических функций (с периодом Г) с ло- 
кально суммируемым квадратом, которое снабжено скалярным произведением, 
залаваемым интегралом (1\, 3; 12) по произвольному интервалу периодичности, 
Впрочем, мы возьмем здось более удобное скалярное произведение 

а+т 


(7, = ро) 0) 45 (ІУ, 3; 14) 


и назовем определенное таким способом гильберпово прост ранстно 
пространством Е?(Т). 
Сходимость в этом пространств» --- эго то, что называют также схо 
димостью в среднем квадратичном: 
функции Л; Е [2 (Т) сходятся к функции Є /2(7) при / > оо, если 
а+Т 


т ./ л) О) р 45 —0. (1%, 3; 15у 
Рассмотрим теперь систему векторов 
еек, В ..., 9, 1, 0, 1,0,... (17,3; 16) 
В силу равенства (1%, 1; 6) 
а+тТ 
| еі(Е-0 ох 0 =. (ГУ, 3; 17) 


а 


т. е. эти векторы попарно ортогональны и имеют норму 1. 

Временно допустим, что эта система тотальна в І?(Т). Тогда она 
является гильбертовым базисом, и, значит, любая функция ГЕ /> (ТГ) имеет 
координаты. Эти координаты есть не что иное, как ее коэффициенты Фурье: 

а:Г И 
ах 


л,= Ј Рб) ет кох 6 с, (р). (ТУ, 3: 18) 


Общая теорема о гильбертовых базисах дает теперь предложение. 
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Предложение 6. 


1) Если ЈЄІ?(Т), то ряд из квадратов ее коэффициентов Фурье 
суммируем, причем 


со а+т 
У «(= | СОР => (ІУ, 3; 19) 
Е= — оо а 


{равенство Бесселя — Парсеваля). Кроме того, при е Є1?(Т) 


оо а+т 
ах 


. У (Ооа) | ло). (ІУ, 3; 20) 


В = .- со 


Ряд Фурье функции ў сходится к ней в среднем квадратичном, т. е. 


У (екх = у(х) (1,3; 21) 


Е = – оо 


8 следующем смысле: 


ма &=-М 


а+т|, мМ . 2 
іт | У ае) ло 9—0. (ІУ, 3; 22) 
2) Обратно, если (с)? _„ — некоторая система комплексных чи- 
со со 
сел, такая, что ряд У |с, |2 сходится, то ряд ХУ сей схо- 
р= – со Б -= –оо 
дится в среднем квадратичном к некоторой функции ГЕГ?(Т), 
причем ў является единственной функцией из І?(Т), имеющей числа с, 
коэффициентами Фурье. 
Для того чтобы предложение 6 было доказано, нам остается доказать, 
> 


что векторы ёр образуют топологически производящую систему. Для этого 
достаточно показать (см. стр. 183), что любая функция / Є 1? (Т). у кото- 
рой все коэффициенты Фурье равны нулю, равна нулю почти всюду. 
Но ведь это очевидно; /, в силу предложения 2, является суммой в 9 своего 
ряда Фурье, и, значит, как распределение равна нулю, а тогда є как функ- 
ция равна нулю почти всюду. 
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1) В случае ряда по косинусам и синусам равенство 


Различные замечания 
Бесселя — Парсеваля принимает вид 


оо а+т 
225 У а, ОР. О, 3:23) 
КЕ! а 


Это объясняется тем, что косинусы с0о5Афх и синусы $тАюх попарно орто- 
гональны, но их нормы при А > 0 не равны 1: 


и: 1 
| соѕ Хох, 2 == |ѕіп Ах |? =>. 


Равенство Бесселя — Парсеваля выражает тот факт, что вследствие орто- 
гональности среднее от | ў (х) |? равно сумме средних от квадратов модулей 
членов ряда Фурье. 

2) Аналогичной теоремы в /! (7), т.’е. в пространстве классов перио- 
дических локально суммируемых функций, не существует. 

Все же в этом случае очевидно, что модули |с, (ў) | ограничены чяслом 

а-Т 


171 [ ПОЕ и можно даже доказать (теорема Лебега), что 


а 
с, (Г) стремятся к 0 при |#|-> со. Однако никакой теоремы о сходимости 
для таких рядов Фурье не существует. 
оо 


3) Если ряд Уу |с, | сходится, то с, стремятся к 0 при || 20, 
У со 


оо 


ча} 
а тогда и подавно сходится ряд Ў] |с, |2; обратное утверждение неверно, 
Ё оо 


оо 
1 
как показывает пример с, = =- (при ё + 0). Если ряд У; [с,| сходится, 


Е= ~ оо 
то ряд Фурье сходится абсолютно и равномерно и его сумма является пе- 
прерывной функцией. 
4) Из того, что ряд Фурье функции / сходится к є в /2(7), никоим 
образом не следует, что он сходится к є почти всюду. 


5) Пусть /— конечное множество целых чисел произвольного знака. 
Тригонометрический полином 


Р(х) = Ў) с, (рей , 


КЕЈ 


является тем из тригопометрических полиномов 


Р (х) — 2, С вех, 
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который дает наилучшую аппроксимацию функции / в среднем квадратичном, 
т. е. тем, для которого интеграл 


а+т 4 
СЕЗЕ 
а 
минимален. 
В самом деле, формула Бесселя — Парсеваля дает 
а+т 
1 ® р л 
| |Р (х) — 1 (х) = У |С, с, (Р) У |с, (РР. ОУ, 3: 24) 
а ЕЄЈ кЁЈ 
Р Ч. ит. д, 
„> Значение этого минимума, таким образом, равно 
У в ФР. (ІУ, 3; 25) 


ВЕЛ 
Эта величина может быть сделана сколь угодпо малой, если Ј достаточно 
велико. : 
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Пусть в?’ и 7 — два распределения на Г. Имеем 
і . а 
с =, е) р О Г, етно ну | 
1 _; ұра | 
== ж (Ф, еа). К ео) = Тс, (8) с, Г). (У, 4; 1) 


Итак, 


Предложение 7. Коэффициенты Фурье свертки & ж суть, 
с точностью до множителя Т, произведения соответствующих коэф- 
фициентов Фурье распределений & и т: 


с, (3? + 7) == Те, (6?) с, (7). (ІУ, 4; 2) 


Поскольку свертка 2? < / является суммой своего ряда Фурье, мы получаем 
отсюда практический способ вычисления сверток на Г. Положим 


9? == , У с, (<) ев, 


7 =, У сь (Те; 


= – оо 
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тогда 
Т ХУ с) сь (7) ево, | (ІУ, 4; 3) 


Отсюда можно вывести некоторые заключения. 
1) Тот факт, что ё является единицей для свертки, связан с тем фактом, 


1 
что ее коэффициенты Фурье равны т ' й < тем, что число 1 является еди- 


ницей для умножения. 
2) Формула - 7 = 7’ легко проверяется почленным дифференцирова- 
нием ряда Фурье: 











вм, \ 2 
б — = У (Вше #8 — У та . еібоѕ, (ІУ, 4; 4) 
Ё = – оо = оо 
7 = У с, (2 \е!еез, 
В= ос 
со со і (ТУ, 4; 5) 
, 4 м”, А Қ 2. 
7 == У ос, (Т)е = У с, (7) ей, | 
В = — ос = – оо 
откуда вытекает, что 
с,(77) = Те, (0) с, (7) или 77 = + 7. (ІУ, 4; 6) 
3) Уравнения в свертках на Г очень просто решаются с помощью рялов 
Фурье. 
Пусть лапо уравнение 
й «= ®. (ТУ, 4; 7) 


Если обозначить через а,, ё, х, коэффициенты Фурье распределений /#, 
в» Ов Хр у 
®, 9. то уравнение (ТУ, 4: 7) будет равпосильпо счетной системе уравнений 


Тахь = 0}. (ІУ, 4; 8) 


Таким образом, ,27 дается рядом 


со 


1 К 2 а, . 
СА = У 2, её 5. 9 (У, 4; 9) 
В= —оо 


Нужно еще, чтобы этот ряд имел смысл. Если все 2, 0, то все числа 


1 Р 
х= ть определены, и достаточно убедиться, что ряд в правой частн 
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равсиства (ТУ, 4; 9) сходится в (Г), т. е. убедиться, что модули ЕЧ 
мажорируются некоторой степенью |А| при А — оо. 

Если некоторые коэффициенты @, равны нулю, то правая часть должна 
удовлетворять условиям совместности, соответствующие коэффициенты 2, 
также должны равняться нулю: В, = 0; если эти условия удовлетворены, то 
значения х, соответствующие этим №, являются неопределенными. Таким 
образом, здесь, как и в крамеровской системе уравпепий, имеется „столько же“ 
степеней неопределенности, сколько имеется условий совместности для пра- 
вой части. По-нрежнему здесь нужна сходимость ряла (1У, 4; 9). | 


В частности, обратное распределение „4 для Ж в этой сверточной 
алгебре удовлетворяет соотношению 


яя = 
и дается формулой 
д: Уу ењ, (ТУ, 4; 10) 
ІА 


= 


Оно существует, если все а, = 0 и если ряд (1У, 4; 10) является рядом Фурье 
пекоторого распределения, т. е. если модули |@,| при |#| —> 20 оцениваются 
снизу некоторой степспью модуля 1/|#]. 


4) В алгебре 9’ (Г) имеются делители нуля. Распределение „ является 
делителем пуля тогда и только тогда, когда некоторые из его коэффициен- 
тов @, равиы нулю, ибо если а, = 0, то 


ке Та еі — 0, (ТУ, 4; 11) 
5) Можно решать и более сложные задачи. Например, пусть надо найти 

все распределения 4 Є 2 (Г), которые удовлетворяют уравнению 
тх = (ТУ, 4; 12) 


(сверточное уравнение второй степени). 
Для коэффициентов Фурье х, получаются уравнения 


1 
ТА, откуда хь + 45. (ТУ, 4; 13) 


Выбор знаков -= и — независим при различных значениях №. Все такие 


че | А 
ряды У х,еѓёоз будут сходиться, поскольку | х,| ограничены числом 1/7 при 
всех значениях К. 


Это уравнение второй степени имеет, таким образом, бесконечное число 
решений мощности континуум! 
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Только в алгебре без делителей нуля уравнение степени т имеет, 
самое большее, т корней. 

6) Напомним, что среди уравнений в свертках фигурируют также диф- 
ференциальпые уравпения. Пусть надо решить в (Г) уравнение 








а 
(2 —0)2= 2 (ТУ, 4; 14) 
ИЛИ А 
(07 — №) к. = Ф. (ТУ, 4; 15) 
Мы должны, таким образом, решить бесконечную систему уравнений 
(25 —т) х6. (ТУ, 4; 16) 
А. Предположим сначала, что А не равно ни одному из значений 
28 = іо. Тогда числа х, определяются однозначно: 
| Ёр . 
Хе твер (ТУ, 4; 17) 


При |#| —> со имеем оценку |2,| < А [| и, значит, |х, | < (Ао) [#|* (14-е). 


А «а! А 
Гаким образом, ряд У хе сходится к единственному решению .4“, 


Р= оо 
В частности, существует единственное распределение „И ', такое, что 
а —1 А 
(ас =) — ё, (ТУ, 4; 18) 
Распределение Ж ' равно сумме ряда 
-1 2 1 < 1 Ро . 
В Т У осле 5 (ТУ, 4; 19) 
= 
в (Г). 
Единственное решение уравнения (1У, 4; 14) дается тогда формулой 
Б=ж' ж, (У, 4; 20) 
которая, конечно, эквивалентна формуле (ІУ, 4; 17). 
Очень легко элементарно вычислить распределение ‹'. В самом деле, 
оно удовлетворяет уравнению 
а —1 с 
(=— я 0 (ТУ, 4; 21у 


в области, дополнительной к точке $ =0 на Г. 
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Классическое решение этого уравнения на Ю имеет вид 
—1 ох 
Ж == Се“. (ТУ, 4; 22) 


Рассмотрим теперь периодическую функцию Г на В периода Т, равную е'х 
в иптервале 0 < х<Т. 

Связанная с ней функция Г на Г равна е, при условии что для каждой 
точки окружности Г выбирается та из криволинейных абсцисс, которая удо- 
влетворяет перавенствам 0 < $ < Т. 

Функция / разрывна в точке 5 = 0. Следовательно, 


= 0) 0—7), (ТУ. 4; 23) 
Тогда распределение / удовлетворяет диффсренциальному уравнению 


А Ц А-а е7) 5 (1 е) 8, (ТУ, 4; 24) 


поскольку величина в квадратных скобках равна нулю в силу выбора функ- 
ции Г. Множитель 1 — е7 не равен пулю, так как \ не равно ни одному 
из чисел іо и функция 


гит, (ТУ, 4; 25) 
—1 
служит решением уравнения (ІУ, 4; 18); это и есть распределение «#7 , по- 
скольку решение единственно. Впрочем, непосредственный подсчет коэффи- 
циентов Фурье этой функции дает 
Ў 1 " 
\ 7 А ах 
— ох — 
в» (ат) = от | 7698 т = 


0 


1 1 " е8) х х=Т 1 1 1 
== = — ——. — = Ж . ІУ, 4; 26 
1-е Т | Міо |х=0 Т Го ^ (и ) ( ) 











Заметим, что в точках, отличных от этой точки разрыва первого рода, 
функция / имеет ограпиченную производную: следовательно, / является функ- 
цией с ограниченным изменением, и, согласно предложению 3, ее ряд Фурье 
условно сходится. В частности, в точке разрыва имсем 


Бет 1 У 
=: 


.. 


1 
Во — № № э оо м 


м 
. л . 
Е, — іт М. (ТУ. 4; 27) 


– оо 


Речь идет о сходимости после попарпой группировки членов с противо- 
положными значениями К. . 
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0 
Д 
Однако ряды > и У] расходятся; для чисто мнимых А это видно 


В =0 = оо 
непосредственно, ибо с точностью до множителя 1/{ общий член в любом 
из этих рядов имеет постоянный знак и эквивалентен 1/® при |А |-> оо. 
Напротив, если сгруппировать члены попарно, то 


1 1 — 2А 2 , 
Рю — А | — [Во — А — А2- Е? им Ро? (ТУ, 4; 28) 





при ё — - со. Формула (ІУ, 4; 27) дает некое „разложение на элементарные 
дроби“ стоящей слева фуикции от А. Эта функция имест полюсы в точках 


\ —= {0 с вычетами, равными Ф: 


Заметим, наконец, что ГЕ 12 (Г) и что ряд у=} является схо- 
ДЯЩИМСЯ. 

В. Предположим теперь, что А = {8 ю. Уравнение (ІУ, 4; 14) будет иметь 
решения, только если 6, = 0. Если это так, то опо имеет бескснечное число 
решений; коэффициент х, является пеопределенным, поскольку еѓёо°5 служит 


решением однородного уравнения. Например, распределение Ж не имсет 
обратного, поскольку сь, (д) + 0. 


Положим, в частности, А, = 0. Уравнение (ІУ, 4; 14) примет вид 


ай _ 
2 — $. (ІУ. 4; 29) 





Его решение сводится к отыскапию первообразной для 2. Такая первооб- 
разная существует тогда и только тогда, когда В, =0. (Действительно, 


если / — периодическая функция с периодом Г на Р, то она имеет перво- 
а+т 


образные функции Ё, но если при этом Г Р (<) ах + 0, то ни одна из этих 

а ~ 9 
первообразных не будет периодической, поскольку Р (а БТ) — Ғ (а) + 0.) 
В случае, когда 5 =0, все первообразные отличаются друг от друга на зиа- 
чение постоянной Хо; одна и только одна среди вих, соответствующая зна- 
чению , Хо =0, в свою очередь будет иметь первообразные и так далее. 
Например, распределение 


Ру= Т — 1 (ГУ. 4; 30) 
имеет первообразные; ‚единственная среди пих первообразная ГА имеет нуле- 
вой коэффициент с, (Ру); Р, является периодической функцией с периодом 7, 


13 Л. Шварц 
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Т 
равной -у- — х на интервале (0, Т). Последовательно интегрируя, можно опре- 


м 


делить этим способом, одну за другой, периодические функции Ри, которые 
удовлетворяют соотношениям 


а ^— ^ 
ах Ри = Р. 


т_ (ТУ, 4; 31) 
Г Р.„(х)йх = 0. 
0 


На интервале (0, Г) распределение Р„ (которое является функцией при 
т > 1) равно некоторому полиному степени т. Этот полином пазывается 
погиномом Бернулли. Его разложение в ряд Фурье имеет вид 


со 


б. — У т)" ых 
т Во (ТУ, 4; 32) 
= –оо 
8920 
При т >> 2 этот ряд Фурье сходится абсолютно и равномерно, следовательно, 


функция Р,, непрерывна, так что соответствующий полином Бернулли при- 
нимает одинаковые значения в точках х = 0 и х = Г. 
Полагая х = 0 при четпом ж, имеем 





у Р(0) = 2(—1)"* у (5) (639) 
, В=1 . 


А 


Что позволяет последовательно вычислить суммы рядов: 

Е 1 т е! т^ , 

Ув=5: Ме тл (У. 4:34) 
Е=1 Е=1 


Пример, который мы только что рассмотрели, можно истолковать иным 
способом. : 


Рассмотрим в векторном нространстве 9” (Г) оператор 


а А 
= —. , 4; 35 
А = —- (ТУ, 4; 35) 
Его собственными значениями №, т. е. комплексными числами А, для ко- 
а 
торых существует такое распределение 7 == 0, что (25 =) 7 ==0, являются 


числа А = іко, =... —2, —1, 0, 1, 2, .... При А = {о имеется один 


Упражнения 195 





собственный вектор, определенный с точностью до скалярного множители; 
это — вектор 


> р , 

ер = 2195, (ТУ, 4; 36) 

Но, как мы уже видели для векторных пространств конечной размерности, 
> 


эти векторы е, образуют если и не базис пространства 5” (Г), то по мень- 
шей мере „топологический базис“ в том смысле, что всякий вектор ТЕ.’ (Г) 
» 


может быть разложен, и притом единственным образом, по векторам е. Это 
разложение как раз и есть разложение Фурье распределения 27. Опера: 
тор А выражается в этом базисе формулами 


7 = р> с (С) е5, 
(ІУ, 4; 37) 





У вос, (7) е! #55. 


Е= оо 


АГ 4 


Таким образом, разложение Фурье является спектральным раз" 

4 

ложением пространства 9 (Г), соответствующим оператору А= 2. 
Можно было бы попытаться заменить пространство (Г) пространст« 


2 а 
вом /2 (Г), однако оператор 75 выводит из этого пространства. Напротив, 


а 
оператор -- можно заменить произвольным оператором свертки в 9 (Г). 


Оператор 7 > Их обладает собственпыми векторами еіәѕ при собст- 
венных значениях Тс, (Ж) = Та,. 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ 1У 


Упражнение ГУ-1. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию / (х) 
с периодом 2*, равную х при 7% х< т. 


Вычислить У Улу я . 


Упражнение ГУ-2. Разложить в ряды по синусам каждую из функций 
и, (х), приведенных в упражнениях УП-1, УП-2, УП-3 и УП-4. 


13* 
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Упражнение 1У\-3. Разложить в ряд Фурье функцию ече где 
а — произвольное комплекспое число. Доказать формулу 
гг 
22 с0$ х — 
ут Је ах у = С: 
0 п=0 
Прийти отсюда к формуле (ІХ, 1; 73) с у = 0. 


Упражнение І№М-4. 1°. Пусть Т — распределение периода Т. Показать, 
что его ряд Фурье можно представить в виде | 


< 2 < 
| У а, соѕ 21А. тд +, : уп 2525 , 


п= 0 п= — 


и найти выражения для коэффициентов а, и № 


п. 
В двух следующих вопросах положено 


ф(х) = Ф (— х), 
где ф(х) — функция. 
2°. Говорят, что распределение 7 нечетно, если 


<7, => =— < 7. ®> для любой 69. 


Показать, чго ряд Фурье нечетпого распределения периода Г сводится 
к ряду по синусам. 
3°. Говорят, что распределение Л четпо, если 


< т, > = < 7. Ф для любой ФЄ 2. 
Показать, что ряд Фурье четного распределения периода Т сводится 
к ряду по косипусам. 
Упражнение ГУ -5, Разложить в ряд Фурье распределение периода 1, 
равное на интервале (=>, 5) распределению — ву дь, где 0 < 2 <- 


Упражнение Г!У-6. Пусть 


и ти 2р < х < 28-1, 
0) |у при 2641 < х < 2-2. 
где ё — любое целое число. 
1°. Разложить И (х)созтх в ряд Фурье: 
а) в ряд по экспонентам, 
Ь) в ряд по синусам. 
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2°. Разложить в ряд по экспонентам распределение 


2 У 80, 20 (х) соѕтх. 


П = ~ оо 

3°. Решить в 9’ (Г), где Г — окружность длины 1, уравнение 
Х хсоѕ п$ = 26’ — 1? с08 5. 

Проверить полученный результат. 


Упражнение № -7. Определим распределение 
ур сіс х = (10 |ѕіп х |). 


Показать, что (ур сіс х)соѕ х = $іп х и что ур сів х является нечетным рас 
пределепием периода т. Вывести отсюда его разложение в ряд Фурье. 


Упражнение ГУ -8. [Доказательство формул (ТУ, 3; 19) и (1У, 3; 20),] 
Пусть / и #- две периодические функции с периодом Т из простран- 
ства [2(Т). Показать, что функция 


Т 
по) = [лода 
0 


также будет периодической с периодом Т и также будет принадлежать 2? (Т). 
Выразить коэффициенты Фурье с, (й) функции й через коэффициенты Фурье 
с, (Г) и с„(8) функций и в. 

Допуская, что при любом х ряд Фурье функции / (х) сходится к /(х), 
доказать формулу (ТУ, 3; 20) для Ги би формулу (1У, 3; 19), например, 
для /. 


Упражнение ГУ-9. 1°. Разложить функцию / (х) = |ѕіп? х| в тригоно- 
метрический ряд но косипусам. Представить коэффициент @„ в виде рацио: 
пальпой дроби Р(и)/О (п). 

Сходится ли ряд Фурье? Сходятся ли продифференцированные ряды 
Фурье? Написать формулу Парсеваля. 

2°, Вычислить непосредственно 


‚ а? а? 
(ғ 11) (дел , 
в смысле теории распределений. Показать, что этот результат позволяет 


снова получить разложение Фурье фупкции / без вычисления интегралов 


(функция / рассматривается как решение некоторого дифференциального 
уравнения). 
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Упражнение ГУ-10. Разложить в ряд Фурье функции, равные х и х? 
на интервале —т < х < п. Получить отсюда сумму ряда 


т 2х ѕіп Зх п тих 


іп р ар 666 НСО в... 


при всех значениях х. Показать, что найденные разложения можно получить 
из разложения 68). 


Упражнение ГМ-11. Пусть дана функция 


. = при о<х<-. 
. ; 25 
ле |" при < <р, 
9% 


[== при ру <х <. 


Показать, что ее можно записать сразу во всех трех интервалах в виде суммы 


ряда по синусам или ряда по косинусам. Найти суммы этих двух рядов при 
т п . 
х == 0, х == 5 Хх == И х==т, а также для произвольного значения х. 


Проверить найденные разложения, дифференцируя / (х) как распределение. 


Упражнение 1У-12. Разложить в ряды Фурье функции, равные ѕіп тх, 


ет 1 е тх 1 
с08 тх И отт роте при т< х < т ). 


Упражнение ГУ-13. Построить кривую, определяемую уравнением 


со 


У: 1)"-1 эт лу соѕлх —0. 


п? 
1 


р 


Определить абсциссы отпосительпых максимумов и минимумов на 
интервале Ч < х < т. Фуикция 5, достигает своего максимума у, в точке 


п 
Упражнение 1-14. Пусть 5,(х) = 2 У (—- 171 РЯ, 
1 





1) В первых двух функциях т — произвольное комплексное число. В последней — 
число т =: Ар, где ё — целое. — Прим. перев; 
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= ——;—-. Показать, чт 
х а З что 





т ај зах 2 


п» ә 
и что это число > т. 
Какое заключение можно отсюда сделать? 


Упражнение ГУ-15. Замечание. Все функции и распределения, к0ч 
торые встречаются ниже, являются периодическими (с периодом 1). Символом 9 
обозначено пространство бесконечно дифференцируемых функций ф на (0, 1), 
таких, что $”) (0) = Ф("' (1) при любом: п. 

Таким образом, % можно интерпретировать как пространство функций 
на единичной окружности, лежащей в плоскости. В силу нашего выбора ие. 
риода разложение в ряд Фурье распределения Т Е 9” записывается в виде 

со 


Т — У (Т., еіп (х 59у, 


п= — 00 
1°. Говорят, что распределение ТЄ 9%” является положительно опре- 


деленным (и пишут Т >> 0), если все коэффициенты Фурье распределения Г 
положительны. 


Для любой функции ф из 9 положим 


(+9) (х) = | (05—54. 
0 


Доказать следующий результат. 

Для того чтобы Т > 0, необходимо и достаточно, чтобы (Т, еже) было 
>20 при любой ФЕ. Перед этим быстро показывается, что (Т, фхоу имеет 
смысл при ФЄ 9, т. е. что из ФЄ.% вытекает, что +96 $. 

Привести несколько простых примеров распределений >>> 0. Всякое ли 
распределение 7 >> 0 является положительным распределением, т. е. таким, 
что (Т, фу >.0 при положительной ф? 

Обратно, всякое ли положительное распределение является положительно 
определенным распределением? 

Проверьте все ответы на примерах. Приведите пример распределения, 
являющегося одновременно положительным и положительно определенным. 

2°. Рассмотрим непрерывную функцию Ў (х) вещественного’ переменного, 
периодическую с периодом 1. которая является положительно определениым 
распределением. Доказать следующий результат: 

каковы бы ни были вещественные числа ху, ..., х; квадратичная форма 
с коэффициентами а;, = / (х; — х;) является эрмитовой положительно опре“ 
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~ н 
деленной формой; иными словами, У ай, > 0, каковы бы ни были і комп- 
17) 


лексных чисел &,...› 5. 
Чтобы доказать этот результат, нужно отправляться от определения 
(7, фжфу 20 и заставить функцию ф пробежать подходящие последователь- 
ности. 
Доказать следующие свойства функции /: 


Ў х = ў (0); 7 к) < 700) (и, значит, / (0) 20) при любом х. 


3°. а) Установить необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
периодическое распределение Т было производной некоторого периодического 
расйределения 5. 

Имеет ли периодическое распределение 5 первообразную? 

Б) В дальнейшем Х” будет обозначать неизвестное периодическое распре- 
деление. Рассматривается ‘дифференциальное уравнение 


а" х а'"\ҳ . 
т +. аат. 4+... + аА == 5, 


где 5 — периодическое распределение. 
Подбирая а; и 5, дать примеры для следующих случаев: 
1) 5 имеет первообразную, но: решения Х не существует; 
2) 5 не имеет первообразпой, а уравнение имеет решение; 
3) распределение 





тат + ад 


является положительно определенным, но решений не существует; 
4) распределение 





не является положительно определенным, а решение существует. 


Упражнение Г\У-16. (Письменный экзамен, Париж, 1958 г.) 


Первый вопрос. 

Обозначим через / (х) периодическую функцию с периодом 2т, которая 
совпадает с сһ Ах (А — вещественное число >> 0), на интервале (— т, т). Найти 
ёе разложение в ряд Фурье, вычисляя коэффициенты обычным методом. 
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Второй вопрос. 

Показать, что /, в смысле теории распределений, удовлетворяет диффе 
ренциальному уравнению вида }” — \27 = А. Записав ў в виде ряда Фурьё 
с неизвестными коэффициентами, показать, что это дифференциальное урав» 
нение снова дает коэффициенты Фурье, вычисленные при ответе на первый 
вопрос. 


Третий вопрос. 


Что дает найденное разложение Фурье при х =? Вывести отсюда лаз“ 
сћ Ат 


ложение в ряд фуикции п. Выбирая подходящую первообразную но А 
и потенцируя затем найденный результат, получить разложение ѕћ Ат в беско- 
нечное произведение. Прийти к этому разложению из одного разложении, 
данного в курсе. 


Упражнение 1-17. (Ряды Фурье в А?.) Пусть / =, х5) — фук 
ция, определенная на А? и имеющая периоды (Т\, 0) и (0. 7). 
1°. Показать, что если существует двойной равномерно сходящийся ряд 


вида 
оо рх 9^2 
— кі т 
У сце (тт) (1) 
р, 4=-0 
> 
с суммой /(х), то обязательно 
‚тм пл. 
1 2 (т т, 
Спа = тт ГГ (м хе ах, ах., (2) 


из «ортту 
<, < 9+7, 


причем правая часть не зависит от о; и ао. 
> 
2°. Рядом Фурье для достаточно регулярной функции / (х) с периодами 
(Т., 0) и (0, Т,) называют ряд (1), в котором коэффициенты Сра даются фор- 
мулами (2). 
Показать, что ряд (1) можно также записать в виде 


оо 
л 2жтх, аа 2=т ху 2=пхә 
СОѕ ————— С08 У ттт 5 - 5іп = 
У апп Т. Е т т + 
т, п= 0 т, п=1 
{ зету 2 
206: Әтппхә | ттх| тпх 
а лез. У ети == со 2 
-+ У тп С те па біп АТА сз АВ, 
т, п=0 т, п=0 : 
и найти выражения для коэффициентов 2,„,, би» Фал ета: 
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Разобрать частный случай, когда (ху, х,) имеет вид #(х1)®й(х2). 

3°. Показать, что если при фиксированном х, функция х >» / (х1, х) 

нечетна и при фиксированном х; функция х, >» (х, Х2) также нечетна, то 
> 


ряд Фурье функции / (х) сводится к сумме 


оо 
‚ Эттх, 2. 2=пхә 
У физ т, 














Г, Г. 
т, п=1 
где 
ТІР? Т, 
бтп. 4 Г ах Г ах. (х1. х)зт тж ер 25052 
4 — ТТ: 1 27 Об, хз р 81 р. 
0 0 


4°. Написать ряд Фурье функции /(х;, хз). которая при фиксации од- 
ного из переменных является четной по другому переменному. 
5°. Пусть функция Ў (ху, х5) задана в прямоугольнике 


Ол < А, 0<х, < А. 


Как следует продолжить ее, чтобы ее ряд Фурье имел вид 





. тх ; пло 
У бла іп 7 іп. (3) 


Применение. Разложить в ряд Фурье вида (3) функцию /, (х1, х;), 
®пределенную на прямоугольнике 0 < х < А, 0 5 х, < А, следующим образом: 


| 21 (А, — хү), в области |, 
1 
2А 


А Я в области П, 
1 
ХО. 5) = | ор 
-А; (Аз — х5), в области Ш, 
20 > в области ІУ, 
2 


где й — данная положительная постоянная, а области І, П, Ш и [У ограничены 
диагоналями прямоугольника, как показано на рисунке. 

Используя результаты гл. УП, $ 2, п. 3, можно написать решение 
и(ху. Хә; Р) уравнения колебаний мембраны для предыдущего прямоуголь- 
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ника, Мембрана закреплена по краям и удовлетворяет начальным условинм 
но (хр, Х2) = Ло(хьь ХЭ), 
и: (х1, Ха) ==0. 

(Переменные х; и х, суть переменные х и у гл. УП.) 


22 4 
| 


> 
г 








| 
н 





СТЕ 


Рис, ІҮ, 1. 


Упражнение ГУ-18. (Периодическое распределение на А2.) Пусть 
н ==, 9 д, — распределение на №, которое является тензорным произ- 
Ы 2 


ведением распределения Ф с периодом Т; и распределения 7, с периодом Т,, 
Пусть си (8) и с, (2) — коэффициенты Фурье распределений «9 и 7. Рядом 
Фурье для 7° называется ряд 


в р 27у ПЖ, пх 
ч! п т 
: ст 682) с. (7) е т, Т, 
т, 0= – оо 
На плоскости В? рассматривается прямоугольник — А; < х; < А, == 1, 2, 
Пусть а— (94, з) — некоторая точка этого прямоугольника, причем 
0 << А, = 1, 
Пусть 


8 = (— а, 9), = (а, — 9). 


У 


> 
ес а, — 42), 
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Разложить в ряд Фурье распределение с периодами (24,, 0) и (0, 24.), 

которое на прямоугольнике равно 
> 45 0. —0.. 
оъ (–%) (8) (т) 

Найти для прямоугольника 0 < х, < А; 1{=1, 2, решение уравнения 
колебаний мембраны, которое равно нулю на краях и удовлетворяет началь- 
ным условиям 

по(х х) = 0. 


иу (х1, х) == >. 
1б А) = 0, 


ГЛАВАУ 


ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 


$ І. Преобразование Фурье функции 
одного переменного 


1. Введение. Пусть (х) — не периодическая, локально суммируемая 
функция. Обозначим через 7, (х) функцию, равную (х) на интервале 
Т Т 
(-=, +5) и продолженную вне этого интервала как периодическая функ- 


ция с периодом Т. При Т-»оо функция Г; стремится к Ў равномерно па 
любом конечном интервале. Функцию /; можно разложить в ряд Фурье: 


Ўт (х) = У Са, те", о= 25, | 
К (у. 
сат = [ у (х)е-"іех ах. 
-Тр 


Рассмотрим интервал (А, А + А»). Число значений п, при которых 
. 2 \ 
2% < по < 29 (-- АХ), равно 25 —— (с погрешностью < 2). Пачку соответ» 
ствующих членов 
У с те! ох 
тА < по < т (ФАХ) 


можно приближенно записать в виде 


соя АА ее оТ Аме", (У, 1; 9) 
где у 
+ТР А 
6—5 [ лое" ах. (У, 1;3) 


-Тр 
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Таким образом, эта пачка членов принимает вид 


У си, те"? 2 С (№) еді АМ, | 
тА < по < 2 (АРАА 
+Тр А (У, 1; 4) 
С()= Ј у(х)е-2"х ах, С() = То. 
-тр 
+12 +оо со 
При Т —» оо можно заменить Г на [ ; кроме того, сумму У можно 
=тр —о0 п=- 
записать как сумму : ачек, соответствующих интервалам И 
(0, Д7), (ДА, 2 АА), ..., (ВАХ, (А ПА, ..., 
. (— АА, 0), (— 2 АМ, — А»), ..., ([-#- А, —ВА,, ... 


ширины А}, каждая из которых записывается в виде (У, 1; 4). Таким обра- 
зом, мы приходим интуитивно к формулам 


== [ С 0) е?" Д), (\, 1;5) 
С (0) = оет ах. | (У, 1; 6) 


Ряд Фурье с суммой ў замсняется интегралом Фурье (У, 1; 5); коэффициент 
Фурье С (А) дается равенством (У, 1; 6). 
То, что мы сейчас нроделали, не имеет, естественно, ничего общего 


со строғим доказательством. Мы собираемся изучить положение вещей более 
внимательно. 


2. Преобразование Фурье. Определение. Пусть (х) — комплексно- 
значная функция вещественного переменного х. Образом Фурье, или преобра- 


зованием Фурье, функции } пазывается комнлекснозначная функция С (№) 
вещественного переменного л: 
со 


сф) = еч ах. (У, 1;7) 


В частности, 


С (0) = Гусдах. (У, 1;8) 
Пишут 7" 
С = ү или С(№) = [7 (х); (У, 1; 9) 
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Наряду с преобразованием «Ямы определим преобразование 


оо 


С= у, С, (00) = Јеч=у (х) ах. (У, 1; 10) 


-со 


Преобразования «Я / и «ў, очевидно, существуют, если ў суммируема 
(ГЕ 11); в этом случае они являются непрерывными функциями от Х в силу 
теоремы Лебега (см. предложение 45 гл. 1; функции е=2 Ах ў (х) непрерывим 
по А при фиксированном х и мажорируются по модулю функцией РС) — 
суммируемой функцией, не зависящей от А). Преобразования Яги 9 / 
ограничены: 


ІС 0) < Ју ах = | У (М) 


Можно показать (теорема, принадлежащая Лебегу), что С(\) стремится 
к 0 при ^— + оо. 

Преобразование «Я ў можно определить также и.в других случаях. 

Например, в случае, когда / (х) по отдельности при х > 0 ипри х < 0 
является монотонной функцией, стремящейся к 0 при |х| = оо. Или же 
в случае, когда } имеет ограниченное изменение и является, следовательно, 
конечной комбинацией монотонных функций. Теорема Абеля позволяет 
утверждать, что в этом случае функция С (№) непрерывна при ^Х = 0; кроме 


того, справедлива оценка 
со 
| талі == полное изменение " 


А, (У, 1; 12) 


и, значит, опять-таки С (А) 0 при |А[| —> 2о. [Эта оценка, использованная 
при доказательстве теоремы Абеля, получается сразу же интегрированием 
по частям, если } имеет непрерывную производную; мы вернемся к ией 
ниже, см. формулу (У, 1; 16).] 


3. Основные формулы и оценки. Предположим, что Ў Є /1, что є не- 
прерывна и дифференцируема и что /' Є М. Интегрируя по частям при А520, 
получим 


А = ?піХк е 2і\х 


Г езу ах | роо т ГЕ г 77 (ах. (У, 1; 13) 


А х= - А 
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Устремим А к оо; тогда член в квадратных скобках будет стремиться к нулю. 
Покажем, в самом деле, что / (х) стремится к 0 при |х| —> оо. Имеем 


0) 10 0а. 
0 


Поскольку ў’ суммируема, функция (х) имеет конечный предел при х —> со, 
оо 

а именно }(- со) = } (0) | Г (О аб; по этот предел не может быть отли- 
0 

чен от нуля, так как тогда функция ў не была бы суммируемой. Интеграль- 


ный член имеет своим пределом интеграл, поскольку /’ суммируема. Отсюда 
оқончательно 


о е2 , 
с | 6-7 (х)йх при А0. (У, 1; 14) 
Эту формулу можно записать также в виде 
и 2С (№ = Гоу (х) 4х = $ р. (У, 1; 15) 


Теперь, по непрерывности, она будет справедливой также и при А = 0 [обе 
части ее равны при этом нулю; левая — поскольку она содержит множи- 


оо 
телем А, а правая — поскольку она равна интегралу [г (х)ах = 
со 


— /(- оо) — ў (— оо) = 0]. Отсюда мы получаем важную оценку: 
ЦСО) < е оо а = ПУ (У, 1; 16) 


Вообще если функция } т раз непрерывію дифференцируема и если ее 
производные порядка < т суммируемы, имеем 


(2) С (№) = К”, (М, 1; 17) 
2%" [С < ПА. (У, 1; 18) 
Аналогичные формулы, с заменой ЭЙ на — 21, имеют место для пре- 


образования <Я. " 
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Выясним теперь, будет ли С (А) дифференцируемой. Формально 


С" (0)= {< 1х) е-2 "хр (хуйх. (У, 1; 19) 


= 02 


Это дифференцирование нод знаком [ законно, если полученный интеграл 


сходится и притом равномерно по А, когда А пробегает конечный интервал, 
Этот случай реализуется, если хў (х) суммируема. Тогда имеем 


С’ (== «9 [— 2х (х)]. (№, 1; 20) 

Вообще если х”/(х) также суммируема, то С(№) т раз непрерывно диф: 
ференцируема и 

С (0) «Я К 2х)" р, (У. 21) 

ПС 0) 2)" С. (У, 122) 


В итоге чем больше (суммируемых) производных имеет функция } (х), 
тем быстрее С(Х) убывает на бесконечности; чем быстрее } (х) убы- 
вает на бесконечности, тем больше (ограниченных) производных 
имеет С (№). 

Аналогичные результаты, с заменой —2піх на 2піх, справедливы для 
оператора «Я. 

Резюмируем предыдущие результаты в виде теоремы. 


Предложение 1. Всякая суммируемая функция }(х) имеет 
преобразование Фурье: 


е9 


ус, С) [ему (дах. (У, 1; 93) 


Ба5,9] 


Это преобразование непрерывно, ограничено и стремится к 0 при 
[А — >о: 


Если } т раз непрерывно дифференцируема и ее произвддные по- 
рядка < т суммируемы, то 


Ц) = (т) С 0), (У, 1; 25) 
[29| СО) «ПА 


14 Л. Шварц 
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Если х" у(х) суммируема, то СО) т раз непрерывно дифференци руема и 
С К 2х)" ў (х) == С" 0), (У, 1; 26) 


С О) < 10тх) (х), 
Мы имеем также 
Предложение 2. Если С(№) = 9 [7 (5)], то 
76 (+) == «Я |7 (#х)], ё — вещественное + 0. (У, 1; 27) 


В самом деле, замена переменного Ах = дает 


9 [7 (Ех) = ету (вх) ах = ее тё = тс). 
В частности, 
С(— № 8 [7 (— 5). (У, 1; 28) 


и, следовательно, при четной / функция С будет тоже четной, а при не- 
четной — нечетной. 


4. Пространство 7 бесконечно дифференцируемых функций, все 
производные которых быстро убывают. Простраиство 2 — это пространство 
комплекснозначных бесконечно дифференцируемых функций на А, убы- 
вающих при |[х|->2о вместе с любой из своих производных быстрее, чем 
любая степень 1/| х |. 


Следствия. Если ФЕ 7, то 

1) каковы бы ни были неотрицательные целые числа Ги т (1, т >> 0), функ- 
ция х7Ф( (х) ограничена и даже суммируема, ибо из того, что хіт?" (х) 
ограничена постоянной М, вытекает, что хр") (х) ограничена функцией М/х? 
и, значит, суммируема; 

2) каковы бы ни были неотрицательпые целые числа Г и мт (1, т > 0), 
фупкция (х^ (х) )(9 ограничена и суммируема. 

Здесь надо воспользоваться формулой Лейбница, дающей производные 
от произведения. 
Последовательность функций фу из © стремится к 0, 
когда /—> со в смысле топологии пространства «%, 
если для любых целых неотрицательных чисел і и т 
(1, т 72-0) последовательность х (х) сходится к нулю равномерно на А. 

Для преобразования Фурье в пространстве < справедливо предложение: 

Предложение 3. Если функция Ф(х) принадлежит (37),, то ее 
преобразование Фурье С()) принадлежит (57). Кроме того, если 


Топология 
в пространстве $ 
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функции ф(х) стремятся к нулю в (37), при ј->оо, то их пре- 
об разования Фурье С,(\) стремятся к 0 в (57). 


Доказательство 


1) Если Є, то при любом целом [2.0 функция х'ф(х) суммируема 
и в силу второй части предложения 1 функция С (№) бесконечно дифферен: 
цируема. 

2) Каково бы ни было целое число />> 0, производная функции С (№) 
порядка / убывает при [|-> оо быстрее, чем любая степень 1/|^|. При этом 
имеет место точная оценка: 


От)" 0) | < СО) 9 (х) |. (У, 1; 29) 

3) Пусть теперь последовательность ф; стремится к 0 в смысле 97. Тогда, 
согласно формуле (У, 1; 29), имеем 

О) Сб (А) | (Оле) е) (№, 1:30) 


причем в правой части этого неравенства стоит последовательпость чисел, 


стремящихся к 0 при /-> оо. Следовательно, функции МС (№) при / —» с® 
стремятся к пулю равномерно на всей прямой. Ч. и т. д. 


5. Примеры. 1) Пусть 
| 1 при [Х| < А, 
9 — о при |х|>А. 


Ее преобразованием Фурье будет функция 
А 


с()= [езх ах = ЯМА, (№, 1:31) 
А 


Заметим, что / не является непрерывно дифференцируемой. Тем не менее 
ЈАС (\)| ограничен; однако |АС (№) | не ограпичен. Поскольку / имеет огра- 
ниченный поситель, функция х”/(х) суммируема при любом т; легко про- 
верить, что С (А) бесконечно дифференцируема и что каждая из ее производ: 
ных ограничена. Имеем |/||,, =2А и в точности |С()| <24= С (0). 


2) Пусть Г (х) = е". " 
Тогда 
с) = Г е-ч- юх ах = [е-зачау-юе ах. (У, 1; 32) 


14% 
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Чтобы вычислить этот интеграл по х (при фиксированном А), введем ком- 
плекспое переменное 2 == х | Ё: 


іХ+оо 
С) ет" | е28а2. (У, 1; 33) 


.--оо 


Функция е-”2 является голоморфной целой функцией, что позволит нам 
сразу же изменить путь интегрирования. Имеем 


+оо Р+А ПА 
[ = іт [ = діт ИИ ЕЕ ј+] | (У, 1; 34) 
а" мо 49° рд И-А -А 


Первый и третий интегралы в правой части стремятся к 0 при А» >. 





Рис. \, 1. 


В самом деле, рассмотрим, например, третий интеграл: 


ім А А А 
[ е2 ЦИ | — [ е" (4-2) -2{тАу {ау < [А | е-—* (А? №). (У, 1; 35) 
А 0 


Эта величина при фиксированном А стремится к нулю, когда А0. 
Таким образом, 


А оо 
С (№) = е" Ит еее = е" Ге йх=е-°°, (№, 1; 36) 


Ажо. . ‘оо 
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поскольку последний интеграл (интеграл Гаусса) равен 1. Окончательно 
2 [е | — ес" 1), (У, 1; 37) 


Применяя предложение 2 с ё > 0, получим 
е а] у Рек" | Коки. (у, 1138) 


Заметим, что е-= Є ($), и что также е-"^ Е ($2). 


я— 


3) Пусть ў (х) = У (х) е-ах то ‚ где а> 0, а > 0. Тогда 





© а 1 
Со) = [ е-9х—2іт\х та ах. (У, 1; 89) 
0 
Сделаем замену переменного 
2 = (а | 217) х. (У, 1; 40) 


Когда х пробегает положительную часть вещественной прямой (0, + ‘ю), 
переменное 4 пробегает луч (0, (а 2/7^) со) в комплексной плоскости, 


г) Преобразование Фурье функции е7" можно вычислить элементарно, не ири- 
бегая к методам теории функций комплексного Переменного. Равенство С (А) • 
оо 


= |] е7 92—21° 4х можно продифференцировать 10 А нод знаком интеграла, поскольку 


‘со А 
после дифференцирования получается интеграл, равномерно сходящийся, когда \ лежит 
на любом конечном отрезке: 


оо [7 
С' (А) — ПС (— 2х) ах = |] е72"^Х; је" = Пел? Ах еж] о —_ 
со — со 
° © оо 
нее" ае = —1 Гете (— 2) ах = 
оо 
= 20А |] е1 фк = — АС (1), 
-о 


Законность интегрирования по частям и обращение в нуль проинтегрированного члена 


очевидны. Из уравнения С’ (№) = — 27АС (^) получаем С (\) = С (0) е" где С (0) -— 
интеграл Гаусса, равный 1. — Прим. перев. 
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Имеем 
(а+21т\) оо 


2 а—1 17 . 
—__ = |“ д 
С0= то ] е | а а рэ — | 
„ант 


= +5 (чун) | е722"—147. (\,1;41) 


Ветвь функции (* при Вес > 0 выбирается по непрерывности; (* считается 
вещественной положительной при веществепном положительном С. 








(а+2Еп А) ое 
(а+2 т МА 


Га:2апА) Е 


Рис. У, 2. 


-Руз-1 А 
Здесь функция е “7” снова голоморфна при Вей > 0. Беря контур, 
указанный на рисунке, мы можем написать 


(а +-2ітћХ) оо (а4-2ітХ) А = А (а+2іт\) А 
[ г-2 7147 = іт | — іт |] + [- | К 1;42) 
0 А29 анк 50 [Ца с А 


Первый и третий интегралы здесь также стремятся к 0 при =—>0и А >» оо 
(докажите это строго в качестве упражнения). 
А оо 


Интеграл [ стремится к интегралу Г. Имеем 
є 0 
(а т») со со 


[ еб Тав | е ах == Г (а, (У, 1; 43) 
0 0 
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так что 


2—1 
Я [Усе 





= (ант) (№, 1; 44) 


Определение ветви функции, стоящей справа, выбирается по непрерывности; 
при \== 0 величина 1/4” считается вещественной положительной. Впрочем. 
при ^==0 значение 


с(0)= (У, 1:45) 


получается сразу же, ибо замена переменного происходит в вещественной 
области; а, как известно, С (\) должна быть непрерывной, поскольку / (х) = 
суммируема 1). 

Пользуясь формулой (У, 1; 28), аналогично имеем 


е а) (У, 1; 46) 


а — 2іп\ 


ибо — х равно |х| при х < 0). 
р 
Отсюда, складывая, получим 


_ |= 1_\* 1 ү 
а [ее як + (555). 00 
В частности, при а =1 
2а 


= риде (У, 1; 48) 
© &«—1 
') Интеграл С (^) = С (№, а) = ыы тв 4х также можно вычислить, ие 


прибегая к методам теории функций комплексного переменного. 
Рассмотрим произведение 


гг ах-2іт^х 1 у-тлу у! 
№, а ‚ 3) = тахт т _ оо“ - ___ 4х ау. 
С (№ а) С (№, 3) ГГ. га) ° го) “* у 
во 
Запись в виде двойного интеграла законна в силу теоремы Фубини, ибо подинтеграль“ 
ная функция как функция двух переменных х и у суммирусма. Делая замену пере» 
менных х == и?, у == 92 и переходя затем к полярным координатам и == Г с05'$, 9 = г Эй ф, 
получим формулу С (А, а) С (А, 3) = С0, 24 3). Из этой формулы в силу непрерыв» 
ности С (А, а) как функции я вытекает, что С (А, а) = [С (А, Пр; СО, 1) вычисляется 
непосредственно. Этот же результат можно получить с помощью сверток (см. далее 
стр. 228). — Прим. перев. 
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$ 2. Преобразование Фурье распределений 
от одного переменного 


1. Определение. Попытаемся найти выражение для с‹Я /, рассматривая 
и «Я Г не как функции, а как распределения: ` 


у. р [ба [е-*иху(хуах = | | еро) 0) ах а. 0,2510) 


Эта формула справедлива, поскольку двойной интеграл имеет смысл: в самом 
деле, |е 21% (х) о (А) | == | (х)| [Ф | — Функция, которая суммируема как 


произвед:ние суммируемой функции от х на суммируемую функцию от А. 
Поэтому можно написать 


пл = [лая ее) 0. 93). (252) 


Эта формула справедлива, даже когда $$, лишь бы оЄ 11. В этом случае 


преобразование с = С (№) ограничено, так же как и (о == ү(х). Обе ве- 
ЛИЧИНЫ 


97. 9) = | Соу) (У, 2;3) 
и — со 
у, у= [тах | (\.2; 4) 


имеют при этом смысл и равны. 


Соотношение (\,2;2) паводит па мысль определить преобразование Фурье 
«Я О == М, распределения И, формулой 


{Я Ц, Ф) = (0, «Ф Ф) для любой Ф6(9),. (У, 2; 5) 


Однако эта формула не имеет смысла при произвольном О Є (2”'),. В самом 
деле, если ф принадлежит (%),, то преобразование «Ф вовсе пе обязано 
принадлежать (5), [мы увидим даже (предложение 5), что «Ф принад- 
лежит (9),, только когда ф==0]. Так что правая часть равенства (У, 2; 5) 
не имеет смысла. Преобразование Фурье произвольного распределения 
не существует, Мы будем рассматривать специальные распределения. 
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2. Умеренные распределения. Пространство с”. По самому опреде» 
лению пространства с и сго топологии мы видим, что пространство % содер. 
жится в © и что если функции 9; сходятся к 0 в смысле 9, то они 
а їогіогі сходятся к 0 в пространстве (2. 

Умеренным распределением называют распределение Т (т. е. линей- 
ную непрерывную форму на 5), которое продолжимо до линейной непре 
рывной формы на (2. 


Примеры. 


1) Суммируемая функция / является умеренной. В самом деле, можно 
положить 


(у, е) = Јо) ах, (У; 2; в) 


причем интеграл будет иметь смысл, коль скоро х ограничена; но ведь 
функция Ф, принадлежащая с, всегда ограничена 1). 

2) Ограпиченная функция { является умеренной. Действительно, в этом 
случае формула (У, 2; 6) будет иметь смысл, коль скоро фФЄ/; но ведь 
функция ©, принадлежащая «9, всегда суммируема. 

Вообще любая локально суммируемая медленно возрастающая фупк- 
ция / (х) является умеренной. „Медленно возрастающая“ означает, что 


ОЕ Ах при |х| оо. (У, 2; 7) 
В самом деле, функция ФЄ 7 удовлетворяет при | х | —> оо перавенству 
В 
с, У, 2; 8 
[9 (2) | < Е ( ) 





а значит, |/(х)$(х)| < АВЛх|? и (х) ф(х) суммируема. 

Слово „умеренное“ памекает именно на медленное возрастание в бес- 
копечности. 

3) Распределение Т с ограпичепным лосителем является умереппым. 
В самом деле, форма (Т, $) имеет смысл для всех бесконечно дифферен- 
цируемых фупкций ф безотносительно к их убыванию па бесконечности. 

4) Если распределение Т умеренное, то и все его производные также 
умеренпы. В самом деле, распределение Т” задается формулой 


(Т’, = (Т, Ф. б (У, 2;9) 


!) Легко проверить также, что формула (У, 2; 6) задает в этом случае непрР- 
рывную на $’ линейную форму. Это замечание относится и к дальнейшим приме- 
рам. — /7рим. перев. 
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Но ведь если ф принадлежит 7, то и $’ также принадлежит &, и, значит, 
при умеренном Т форма (Т, $’) имеет смысл, когда ФС с. Это показывает, 
что (7°, $) имеет смысл при Ф Є %, и, зпачит, Т’ — умеренное. 

5) Пусть распределение Т — умеренное, и пусть а — полипом от х, 
тогда распределение «Г будет умеренным. 

В самом деле, распределение «Г задается формулой 


(аТ, Ф) = (Т, эф). (У, 2; 10) 


Если ф принадлежит & и а — полином, то аф также принадлежит с, 
и поскольку распределение Т — умеренное, форма (Т, афу имеет смысл, 


но тогда и форма (аТ, Ф) имеет смысл, а значит, распределение аТ является 
умеренным. 


6) Легко показать, что функция / (х), подобная е“, которая не является 
медлеппо возрастающей при х >» 4- оо, не является и умеренной. 

Пространство умеренных распределений, двойственное про- 
странству &, будет обозначаться с’. 


3. Преобразование Фурье умеренных распределений. Пусть М, Є (<). 
При ФЄ (9), правая часть равенства (У, 2; 5) имеет смысл, поскольку «Ф == 
== ү (х) принадлежит (22), (предложение 3). Кроме того, если функции Ф, (А) 
сходятся к 0 в смысле (97), то, согласно тому же самому предложению 3, 
функции «Я $; ==1,(х) сходятся к 0 в смысле (97), и, следовательно, числа 


{И ‚, «Я ф;) стремятся к нулю. Таким образом. правая часть равенства (У, 2; 5) 


задает некоторую линейную форму, непрерывную на (8), т. е. задает неко- 


торое умеренное распределение И, которое, по определению, мы и при- 
мем за «Я Ц. 


Преобразование «Я обладает, конечно, аналогичными свойствами. Итак, 


Предложение 4. Пусть О, — умеренное распределение, тогда 
преобразования «Я И и «ХИ можно определить формулами 


(90. =. 99, (У, 2; 11) 
(80, ф) = (О. 8 Фу 


при любой функции 


Ф(№ Е (2). 


Распределения И и 8 0 являются умеренными. 
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А Р 
Образы Фурье Пусть С, Є 5’ (и, значит, С, Є с). Тогда, при фик 
6 сированном А, можно вычислить величину 
распределений | 
с ограниченным И (№ = (О, е 2), (У, 2; 12) 
носителем 
Кроме того, мы видим, что М (А) является беско- 
нечно дифференцируемой функцией от А, поскольку фупкция е-?"^№ беско- 
нечно дифференцируема по А и по х (см. гл. Ш, предложение 1). И, кроме 
того, даже при комплексном фиксированном А фупкция е- "А принид* 
лежит (&),, а значит, У (№) существует при комплексных А. Поскольку фупк* 
ция ИУ (№) бесконечно дифференцируема, она является целой голоморфной 
функцией. Мы собираемся показать, что эта функция И (№), рассматриваемия 
при вещественных А, представляет собой преобразование Фурье распреде- 
ления (,; формула (У, 2; 12) обобщает определение (У, 1; 7) путем замены / (х) 
на распределение О, с ограпиченным носителем. В самом леле, при 


Ф(А) Е (2), имеем 
ии. 99) = 


со 


= (0, Ге 00 2) = по теореме Фубини 


— со 


== |] (О, (0), ет) аА == |] Ф(А№(О,, е1 д == 


= [бу =у. $), . (\,2; 13) 


– о0о 


откуда мы заключаем, что «0 = У. 
Выразим это теоремой. 


Предложение 5. Если О, — распределение с ограниченным носи" 
телем, то его образ Фурье представляет собой некоторую функ: 
цию У (А. Эта функция продолжима на комплексные значения \ как 
целая голоморфная функция. 

Она дается формулой 


У) = (0,, е2), * (№, 9; 19) 


Ниже мы столкнемся с иными примерами, когда преобразование Фурье 
некоторого распределения или даже некоторой функции является распреде. 
лепием [см. формулу (У, 2; 26)]. 
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Как частный случай предложения 5, мы видим, что если ў — функция 
с ограниченным носителем, то ее образ Фурье, даваемый формулой (У, 1; 7), 
является голоморфной функцией ^. Следовательно, этот образ не может 
иметь ограпиченный носитель, не будучи тождественным нулем. Мы увидим 
в дальнейшем, что сф будет тождественным нулем, только если сама 
ф — тождественный нуль; поэтому если фуикция ф принадлежит (9), и 
не равна тождественно нулю, то ее образ Фурье никогда не принадлежит (9). 


Формула (У, 2; 12) дает 
Образы Фурье 





распределений Я = (0, е2) = 1. (У, 2; 14) 
с точечным Образом Фурье распределения 6 является постоян- 
носителем ная функция 1. 
- 95 = (6, е9) от), (\,2; 15) 
О = (5, е2 у (дк))". (У, 2; 16) 
Прямое применение формулы (У, 2; 11) дало бы тот же самый результат: 
(98, рр 00. ә (8. есе 0) а) |0) (1, 9), (У, 2:17) 
откуда «Я = 1. 
Наконец, 
Я [86 (х а) = (0,1, е2) == еа, (У, 2; 18) 
Доказательство Заметим сначала, что формулы (У, 1; 25) и (У, 1; 26) 
· формулы 91 = % (без оценок) распространяются на умеренные рас- 
пределения. 
Если 0, = М, то 
(09| им", (У, 2; 19) 
[С 01у" О И. (У, 2; 20) 


Докажем. например, первую из этих формул 
0, рО) (О, 9) = (0, р) = 
= (07, ("д = в силу (У, 1; 26) · 
== (0, (—1)" «Я [0 21А)" Ф (№) у == (8 0, (21т)" Ф (№) = 
== (И, (219) Ф (А)) == «(2 И), ф()), (У, 2; 21) 
откуда «Я [И] ==)" Их. / 
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Вторая формула доказывается с использованием равенства (У, 1; 25). 
Положим теперь в равенстве (У, 2; 19) т = Т и И =1 (это ограпиченная 
и, значит, умеренная функция). Поскольку производная едипицы равна нулю, 
будем иметь 
0— 10] =2#^У,, (У, 2; 22) 
или 
ХУ, = 0. (У, 2; 23) 


Но мы видели (см. гл. 1), что распределение У,, удовлетворяющее урав- 
нению (У, 2; 23), обязательно пропорционально 8. Поэтому 


71 Сд. (У, 2; 24) 


Воспользуемся теперь определением (У, 2; 11), подставив в него сю’ 
циальную функцию Ф, паиболее простую функцию из в, для которой мы 
знаем явно образ Фурье: если (№) =е-"°, то «Я =е-“ [фор- 
мула (У, 1; 37)]. Имеем 


{9 1, еу — (1, «Я еу (1, етеу = 


= [е^ ах =1 (иптеграл Гаусса). (У, 2; 25) 
Но ведь (5, е- "у = 1. Следовательно, С = 1 и 
1—5. (У, 2; 26) 


Поскольку эта формула носит вещественный характер, т. е. инвариаития 
при замепе { на — і, имеем также 


91 =. (У, 2; 27) 


С формулой (У, 1; 6) связана формула (У, 1; 5). 

Двойственная Однако эта формула не обязательно имеет смысл 

формула Фурье . 

в теории функций; в самом деле, если є (х) при- 
надлежит [!, то С (№) ограничена, но пе обязательно суммируема [пример; 
равенство (У, 1; 44) при а < 1], так что (У, 1; 5) не имеет смысла. 

Заметим к тому же, что формула, подобная (У, 1; 5) и дающая є (х) 
при всех зпачениях х, была бы абсурдной, поскольку изменение значений / 
па множестве меры пуль не изменяет С (№). 

Напротив, С (№) как ограпиченная функция является умеренным распре- 


делением и, значит, имеет образ при отображении «Я; совпадает ли этот 
образ с /(х)? Да, действительно совпадает. Вообще мы скоро увидим, что 
если «Я И=У, то И = О [частным случаем этого является равенство 
(У, 2;27), если учесть (У, 2; 14)]. 
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Предположим сначала, что ©(х) — некоторая функция из (57); и что 
«Я о == (№). Мы хотим показать, что «Я ү = Ф. В точке а имеем 


70а) = | езет (0) Ф. (У, 2; 28) 
Заметим теперь, что > 
е? а. (х) = [ е-22 и-а) (х) ах. 
Заменой переменного получим 
у ездач (№) = [ е-219х0(х | дах = (ха). (У, 2; 29) 


Равенство (У, 2; 28) запишется теперь в виде | 
1100) = | 160 014 = (1. 9 ва) = 


== (Я 1, ф(х а)) = в силу (У, 2; 26) 
= (8, ф(х -- а)) = Ф (а). (У, 2; 30) 


Таким образом, мы доказали соотношение (№, 1; 5), когда = 068. 
Следовательно, при Ф Є имеем 


7 == и аналогично «Я =. (У, 2; 31) 
Такие же формулы сразу же получаются теперь и для Ис”: 
О, 9 (О, р) = (О. 9 78 Ф) = (О. $). (У, 2;39) 
следовательно, - 
. «970 =И и аналогичю 770 — (Ј. (У, 2; 33) 
Итак, 
Предложение 6. Преобразования «Я и «Я являются взаимно 
обратными на пространствах умеренных распределений: 
О 0 0. (У, 2; 33) 
Следовательно, если «Я И = У, то У = ЏИ. 
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Вывод. Равенство «Я И ==0 может иметь место, только 
если И = 0. 

В самом деле, если И = 0 =0, то ОУ 0-==0. Если Ц 
есть иекоторая функция /, то это рассуждение, естественно, доказывает 
только то, что функция { равиа нулю как распределение, т. е. что / равна 
нулю почти всюду. 


Замечание. Пусть ГЕМ, и пусть известио, что функция С (\) 
не только ограничена, но и суммируема [пусть это известно, например, 


благодаря тому, что известен явный вид С ())|. Тогда преобразование «Я С (А) 
со 


будет функцией, равной есд) еч д. Предложение б показывает тогда, 


со 
со 


что функции / (х) и Гете (А) а^. равны как распределения, то есть равиы 
—х 
почти всюлу. Поскольку вторая из пих непрерывна, отсюда следует, что 
исходная функция ў (х) почти всюду совпадает с некоторой пепрерывиой 
функцией; если ў (х) пепрерывна, то равенство (У, 1; 5) выполняется тожде- 
ственпо. Можно показать дополпительно, что если ДСМ и если в окрест- 
ности точки а функция / имеет ограничениое изменение, то 
А 
а 0 а—0 р 
геол 9. == іт С (№) е2"? д). (У, 2; 34) 
Ао 
-А 
Формула обращения позволяст обратить равеиства (У, 2; 14), (У, 2; 16) и 
(У, 2; 18): 
1 =, 


Я [< 2х)" |= 5, (У, 2; 35) 
Я [тах] — а. } 


Равенство (У, 2; 34), примененное к примеру (У, 1; 31) при а=0, дает 
соотношение 





р сіп 22 А г Бі АХ 
. АА д или [ С Ф => при #>0. (У, 2;36) 
— со 0 ә 


Упражнение. Используя теорию вычетов, проверить формулу двой- 
ственности для примера (У, 1; 48): 


|р | е | (У, 2:37) 
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| Из равенства 1 = обычно получают сле ее 
Быстрое р $ м дуют 


интуштивное интуитивное доказательство формулы обращения. 
доказательство Распределение (, как и функцию, обозначают И (х), 
формулы обращения а для его образа Фурье У пишут 
А оо 
у (0) = [ е2 (хуйх. (У, 2; 38) 
— со 


Тогда преобразование ‹Я У запишется в виде 


со со со 
у = | ену (л) Ф. = Гетта [и е- 4. (ү, 2;39) 


чз 
Затем обращают порядок иптегрирований, хотя двойной интеграл никогда 
не является суммируемым [ибо [2279 ($) ет 2095 | = | И (®|, а эта функция, 


даже если О — суммируемая фуикция от Ё никогда не суммируема по Ё, №: 





Гоа = Га Пове--ы]. 
После обращения порядка получают интеграл 
Ѓое а: У | (У, 2; 40) 
Равенство Я 1 = некорректно) записывают в виде интеграла 


Је а=). (У, 2; 41) 


—со 


а 


Тогда (У, 2; 40) записывается в виде 
ү = [96% 24= Јо 0 —894=0() (У, 2; 42) 


[см. формулу (Ш, 2; 34)]. 

Можно попытаться обосновать подобный формализм, однако обосно- 
вание мало отличается от строгого доказательства, которое мы привели. 
Тем не менее приведенный выше формализм является более прямым. 
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4. Формула Парсеваля — Планшереля. Преобразование Фурье в 11, 
Пусть ў (х) — дважды непрерывно дифференцируемая функция с ограничене 
ным носителем. В силу оценки (У, 1; 18) (с т = 2) модуль |С (А) | мажори• 
руется на бескопечности функцией 1/2 и, зпачит, С (\) суммируема. Поэтому, 
используя формулу обрашения, можно написать 


Плов = Гос а= Глодах [Сеад 


= | | о) Со) саха, (У, 2; 43) 


ибо этот двойпой иптеграл имеет смысл в силу условий, наложешых 
на функцию У (функция } суммируема по х, фупкция С — по А, а, значит, 
их произведение суммируемо по х, А. Можно, следовательно, изменить 
порядок интегрирований: 


Гло Рах = [со Ф. Гис е-2іх 1х = 


— [ Сосо) сора. (У, 2; 44) 


Иначе говоря 


Гисорах= сора, 


-> 


(У, 2; 45) 
ДУГ ==! С, 


Пусть теперь / — произвольная функция из [2. Аппроксимируем се 
(в 12, т. е. в смысле среднего квадратичного) последовательностью дважды 
непрерывно дифферепцируемых функций /„ с ограниченными носителями, 
Тогда отсюда можно вывести, что образ Фурье функции / [образ в смысле 
теории распределений, ибо функция из [2 является также и умеренной, 
но не обязательно суммируемой, как показывает пример 


1 . 
ое) = =, 9 
ИТ х? 
и, зпачит, формула (У, 1; 7) может оказаться лишенпой смысла] является 
некоторой функцией С (А) с суммируемым квадратом [фупкция С (А) опре. 
деляется как распределение, т. е. определяется только почти всюду]. При 





15 Л. Шварц 
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этом для функцчӣ ў (х) и С(А) выполняется равенство (У, 2; 45). Далее, 
аналогичную формулу можно написать, заменив 7 (х) па &6(х). а С(А) 
на Р (№) — образ Фурье функцчя 6; если / и © принадлежат 1/2, то, 
по неравенству Шварца, функція {5 суммируема. Из равгнств (У, 2; 45) для 
фупкций } и 5 получается равеиство 


[усов фах = [со БО). 
© — © (У, 2; 46) 


(7, 6), = (С, р). 


Резюмируем сказанное в виде теоремы, Эта теорема — двойпик анало- 
гічного предложения из теории рядов Фурье (гл. ІУ, предложение 6). 


Предложение 7. (Планшерель — Парсеваль.) Преобразования о 
и @ являются взаимно обратными изометриями между 12 ц 12. 
Если ри # принадлежат 12, то их образы Фурье (в смысле теории 


распределений) принадлежат 1), при этом выполняются равен- 
ства (У, 2; 45) и (У, 2; 46). 


5. Формула суммирования Пуассона. Пусть И, — распределение 
со 
У 5,_„, образоваииое массами --1 во всех точках с целочисленными абс- 


п=-© 


циссами. Найдем его образ Фурье. Имеем 
Я „| = ©? (У, 2; 47) 
Д опуская, что порядок символов «Я и У можно изменить (это легко 
обосновывается), будем иметь 
со со оо 
у А У 92а . 
97 У бп == У ё. == У ет 2ікаћ, (У, 2; 48) 
ПЕ-Ф п= — со п= ~ оо . 


Но в гл. 1У, в теории рядов Фурье, мы видели, что сумма этого последнего 


ряда равна У 8, _„. Следовательно, 
по 


| У 2..1 У 5. (У, 2; 49) 


Мы имеем здесь распределение, которое, подобно е-"*, равно своему пре- 
образованию Фурье (с точностью до обозначения переменного х или №). 


$ 2. Преобразование Фурье распределений от одного переменного 221 








Применяя к этой паре распределений равенство (У, 2; 11), которое опре: 
деляет преобразование Фурье, мы видим, что выполняется соотношение 


то (а, )=( Ха. = Х е0, (М, 2; 50) 


где фупкция Ф(А№\Є 27,, а 1(х) — ее преобразование Фурье. 
Таким образом, мы имеем формулу суммирования Пуассопа 


У т) = У +. (У, 2; 51) 


п= оо п= –со 


Применяя эту формулу к ү(х) = е7 [см. равенство (У, 1; 38)|, получаем 
У еіп У ет" =. (У, 2; 52) 


Эта замечательная формула (фунпкциопальное уравнение для 0-функций) играет 
важную роль в теории эллиптических функций и в теории теплопроводности, 


6. Преобразование Фурье, умиожение и свертка. Пусть $ и Т — два 
распределепия с ограниченными посителями. Их образы Фурье [С (А) и 2 (А)] 
являются функциями, которые даются формулой (У, 2; 12). Свертка $ «Т 
также имеет ограниченный носитель, а ее образ Фурье дается той же 
формулой 

$ 15$*Т] 0) = (6 + Т, еу ($, Т, е2" у= 
== (8:6 Т,, ее?) — (5, г") (Т, ем) — С (00). (У, 2. 53) 


Мы примем без доказательства, что эта формула остается справедливой, 
если 8 — произвольное умеренное распределение, а Т — распределение с огра- 
ниченным носителем. Точпее: при этих условиях свертка 8 + Т, конечно, 
имеет смысл, мы же примем без доказательства, что она также является уме- 
ренным распределением и что выполняется равенство 


97 (8 Т) = С,р 0). (У, 2; 54) 


При этом С, является распределением, а 2 (А) — бескопечпо дифференцируе“ 
мой фупкцией (предложение 5), и, значит, их произведение имеет смысл, 
Эта формула справедлива также во многих других случаях 1). Образом Фурье 
свертки 5 + Т служит произведение образов Фурье распределений 5 и 7. 





1) Например, если / и 2 принадлежат [!, то Ў ж 2 также принадлежит Ё! 
и (75) =. р. 


15* 
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Такая же формула, очевидно, справедлива и для преобразования 8. Теперь, 
используя формулу обращения, имеем 


Я 15 Т] 875.8 Т, 
15 Т7] 975. Т, | 
15.7) 78 х Т, | (У, 2; 55) 
18.7] 75 9Т. | 


Итак, 


Предложение 8. Преобразование Фурье превращает свертку 
в умножение и умножение в свертку по формулам (У, 2; 55) (если 
выполнены условия применимости этих формул). 

Это есть важнейшее свойство преоб разования Фурье, как и в слу- 
чае рядов Фурье (гл. ІУ), оно служит основой для использования преобразо- 
ваний Фурье. Преобразования Фурье широко используются в теории инте- 
гральных уравнепий, в теории дифференциальных уравнений с частными 
производпыми (уравнение Лапласа, уравпение теплопроводности, волновое 
уравпение, уравнения квантовой механики) и в теории вероятностей. 








Примеры. 
1) Вернемся к примеру (У, 1; 44). Справедливо очевидное равенство 
1 ү 1 ү 1 у? . 
(===) (== х) = (ср) , (У, 2; 56) 
Из него получается формула 
(ху етах 71 у үүхуетах М ү(хуеса о (ү,9;57 
(х) е Тау * (х)е га) = (х)е тег, (У, 2; 57) 


т. е. формула (Ш, 2; 11). 
Мы видели, что эта формула в действительности справедлива при произ- 
вольном комплексном @, тогда как, папример, при а < 0 она не может быть 


#1 


х 
Г 





доказана посредством преобразования Фурье, ибо функция У (х) е! 1х 9) 
не является умеренной и пе имеет образа Фурье. Заметим, что два распре- 
деления в левой части формулы (У, 2; 57) являются суммируємыми функциями, 
но с неограниченными носителями. 


2) Рассмотрим теперь пример (У, 1; 38): 





22 
Ф | 1 | — 2-29" (ау 0). (У, 2; 58) 
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6—0 жЖжӮЎВ«Ў«“« «Ца 


Но ведь очевидно, что 








еее, р о чм, (У, 2; 50) 
ткуда 
откуд л? 2° х2 
1 е 2% х 1 Пай — 1 е 26+), (ү, 9; 60) 


ч су Уут 
а это и есть формула (ІП, 2; 15). 
3) Равенство (У, 1; 48) в комбинации с равенством (У, 1; 27) дает формулу 


|а| е8 020. (У, 2;61) 


4" 
Но ведь очевидно, что 
е-@12=\ |. е0 1 2. | = е-@+8) 1 29% 1, (\, рр 62) 


Отсюда мы выводим соотношение 


та 1 в 
т 


траты = (У, 2; 63) 


а +6 
которое совпадает с формулой (Ш, 1; 23). 

4) Тот факт, что 8 является единицей для свертки и что 1 является 
единицей для умножения, связан с соотношением «Я 8 = 1. 

Точпо так же формулы (У, 2; 19) и (У, 2; 20) суть пе что иное, как 
простые следствия предложения 8 в комбинации с формулами (У, 2; 16) 
и (У, 2; 35). Приложения к уравнениям в частных производных с постоян* 
ными коэффициентами возникают потому, что это — уравнения в свертках, 

Например, пусть надо найти элементарное решение для дифферепциаль- 

2 


пого оператора 





а 
ах? а 

Е” — ФЕ == 8. (У, 2; 64) 
Предположим, что Е —- умеренное; тогда опо имеет образ Фурье С. Преобра- 
зуя по Фурье уравнение (У, 2; 64), получим 


(— 4522 а?) С, = 1 (У, 2; 65) 
ИЛИ 
—1 А 
Таким образом, мы находим решение 
- _ = р р | 
Веры |= Ь— 2 ° (\,2; 67) 
[см. формулу (У, 1; 48)]. 
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Действительно, прямая проверка дает 


знак х 
и - 
Бот р а|хі 


У, 2; 68 
Еи = — 579151468 ( ) 


(благодаря разрыву в пачале координат). Отсюда и вытекает равен- 
ство (У, 2; 64). 


Найденное нами решение совершенно отлично от решения, найденного 
А 
в главе ПТ (свертка), которое принадлежало 5, [ решение, даваемое форму- 


Ѕһ ах 
а 
решение не принадлежит 9», решение же главы Ш не было умеренным. Впро- 
чем, мы отыскали единственное умеренное решепие. В самом деле, любое 
другое решение получается из Е прибавлением некоторого решения 
Сеах - С,е-9х одпородного уравнения, а эта функция пе является умереп- 
пой, если Су или С, отлично от нуля, ибо в любом из этих случаев она 
экспоненциально возрастает при х->- со или при х > — со. Уравнение, 

подобное уравнению 





лой (Ш, 2; 88) при о = ѓа, превращается в У(х) |. Наше теперешнее 


Е" + а?Е =, (У. 2; 69) 


было бы гораздо сложгее решить этом способом и к тому же оно имело бы 
бесконечное число умеренных решений. 


7. Другие записи преобразования Фурье. Преобразование Фурье часто 
записывают в иной форме. Для функции ГЕ положим 


роу Генчо) ах, (У. 2:70) 


= 


о вещественное = 0, А > 0. Тогда 
- ра=-с(=»), (У, 2; 71) 


где С — тот образ Фурье, который мы обычно вычисляли. 
Формула двойственности записывается при этом в виде 


Р(х) = Г е (р) др = В Г еёічәхр) (= в) ар. (У, 2; 72) 


Положим 
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Тогда 
оо 
й | © | іо. КР 
Ро) = Пт Је әмр ()) а), (У, 2; 73) 
— оо 
откуда мы получаем пару двойственных формул: 


9 | 
ро 7- | етім о) ах, 


> =". (У, 2; 74) 
о [ера 
Обычно выбирают одну из следующих комбинаций постоянных: 
= т, ИА 1; 
о= +1. ЕЕ, Вт: (М, 2:75) 
о 1, А2 ут. 


$ 3. Преобразование Фурье в случае многих 


переменных 
Пусть х = (х1. Хо, ..., х) ЄВ", = (0, №, ..., ДЕК”. Преобра- 
зованием Фурье функции (х1, х...., Хх) является функция 
С (А, №, ..., А), которая определяется равенством 
СО, № А) |... е2 бич аа ча) ус 
2-11.) 
Х АО, хо, ..., х,)йхуйх ...ах,. (У, 3; 1) 
Сокращенно это равенство записывают так: 
С(\№) = рет?" ор (х) ах. (У, 3; 2) 
Г. 


Свойства этого преобразования апалогичны соответствующим свойствам 
в случае одного переменного. 

В специальном случае, когда ў (х) == ў, (х1) Го (хо)... (х). в силу 
того, что 


е?" (^+ ... +) — П е209%)%), (У, 3; 3) 
11 
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очевидно, имеем 
С) = АЈ ... Р] = С, 04) С, 05) ..’ С, (№) = 

== [1199 1... 9 17. (У, 3; 4) 
И в частности [см. формулу (У, 1; 37)], 


«Я [е5] == е-**, . (У, 3; 5) 
п п 
где 2 № х5, 0° = У»). 


1=1 1=1 
Формула (У, 2; 14) сохраняется, а формулы (У, 2; 16) и (У, 2; 35) надо 
заменить формулами 


я [5=-|= тд, 


яп (У, 3; 6) 
и = 


Хр 


(мы ограничились случаем т = 1). Формула (У, 1; 27) заменяется формулой 





Их, Вх, ..., Вх с(* №... 2а). (№, 3; 7) 


В аналоге формул (У, 2; 74) имеем 








г әк \п 
пе (тет) (У, 3; 8) 
Более подробно мы изучим случай, когда { является функцией только 
п 
2 
от == У; х3: 
ј=1 


Р(х хо ..., х,) == Ф006). (У, 3; 9) 


Покажем, что в этом случае С (А, №, ..., А,) также является функцией 


ИЛЕН 
2 

только от р = И №. Для этого достаточно показать, что С (№) инва- 
7 


риантпа при вращениях вокруг начала координат. Пусть $ — такое вращение; 
обозначим через 5\ точку и, которая получается из \ при вращении 5. Имеем 


С=С) = ||... [ет оу х)ах. (У, 3; 10) 
ка й 
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Но скалярное произведение не меняется при вращении 57', значит (5%, м) = 
—($71$), 571) = (А, 57'х). Тогда 


с(50= ||... Је 5759) уд ах. (У, 3; 11) 
р" 


1 . 
Сделаем замену переменных 57 х = ё, х == 55; якобиан вращения всегда 
равен 1 (сохранение объема). После замены переменных 


се) = || ... Је" 5 (58) а. (У, 3; 12) 
вп 


Но функция / инвариантна при врашениях, / (5) = / (5), так что С (5\) = С (№), 
и С инвариантна при вращениях. Можно положить С (А) = Г (р) ). Остастся 
вычислить Г (р). Достаточно положить № = р, № = ... = А, = 0. Тогда 
получим 


Г (р) = | | ... ее (г) ах хо... хи. (У, 3; 13) 
в? 


Воспользуемся предложением гл. |, касающимся вычисления кратных 
интегралов с помошью интегралов по сферам: 


— 


г) = |[/()4г, 
0 
(г) = | Ф (п) е2 а5, (У. 3; 14) 


п 
ужи. ) 


Этот интеграл по сфере радиуса г вычисляется разбиением сферы на зопи. 
Обозначим через 0 угол радиуса-вектора точки (х1, Хо, ..., Хи) © осью Ох. 
Множество точек сферы, для которых этот угол заключен между 0 и 0 -- 4, 
является зоной; ее площадь (п — 1-мерная) равна произведению г 40 на пло- 


щадь (п — 2-мерную) сечения (радиуса г т 0) сферы плоскостью х; = г соз !). 
п 
2п 2 КЕ п-2 
ру (эт 0) <; таким образом, площадь 
г : 
| 2 | 


1) Буква Г употребляется в дальнейшем также для обозначения эйлерова иптїб« 
грала, но смешения возникнуть не может. 


Площадь этого сечения равна 
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элементарной зоны дается выражением 





п-1 


9 ? 


(ит 0)" 2 г 40. 
Е 





(У, 3; 15) 

В любой такой зоне подинтегральная функция в сферическом интеграле / (г) 

равна е2" соѕ #Ф (г); таким образом, вклад элементарной зоны в сферический 
интеграл составляет 

п-1 

д ? 





НЕ) 





—2ітрг соѕ 8 . п-2 
(ЕТ) (ғ ѕіп 0)" “Ф (г) г а8, 
2 


п-1 


2 
= | те 


—2іпгр соз р ст 9)" Фф (л) ғ 29 = 
0 | 2 | 





(У, 3; 16) 
так что окончательно сферический интеграл равен интегралу 
т 














п- 1 л 
с 2 
Фе — [ е0 6099 (зп 0)"-2 40. (У, 3; 17) 
г 2 ); 
В этом интеграле мы узнаём функцию Бесселя. Напомним, что 
А у, (х) = 02 гт ео 090п 0 48. (У, 3; 18) 
Иг (5+ т) 0 
При у= 1—2. х = пог находим 





5-5-5 р 
Ја-2 трг) == + г 
2 


-21трг с0$0 „<; 9)"-? 48 
ии [ е ($1 п 
ут (7 5 ) 


0 





п-3 п—-2 п-2 т 
2 


2 г ? Гетто са 9)" -? 40. 





0 


(У, 3; 19) 
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Отсюда сразу же выводим, что 





п-2 п 
ғу = тр Ги _о (2трг) Ф (г), (У, 3; 20) 
. 72 
и получаем искомую формулу 
И п=2 9% п 
Г(0) = 2007 8 ЕВЕ (2прг) Ф (г) й, (У, 3; 21) 
о ЕР 


которая выражает образ Фурье Г (р) через Ф (7). Полученная формула носит 
вещественный характер, и поэтому в точности такая же формула имеет место 


и для преобразования с. Отсюда мы получаем двойственную формулу 


_ п-2 
Ф (г) = 2=г 2 





[027,2 (тре) Г) ар. (У, 3; 20) 
0 2 


Эти две взаимно обратные формулы устанавливают связь между функциями Ф 

и Г переменных г и р и представляют собой преобразование Ганкеля 
п — * 

порядка —5— 

Рассмотрим случаи п = 1, 2, 3, которые интересуют нас более всего, 





Случай п=1. Известно, что 1_1(х) = у 2 соѕ х. Отсюда 
2 


Гр = 2 | оз (торг) Фр) йг. (У, 3; 23) 
[0] 


Эта формула является очевидной а ргіогі (а выкладки, проделанные дли 
того, чтобы ее получить, также становятся очевидными при и == 1). 
В самом деле, мы просто делаем предположение, что { четна. Тогда С (А) 
также будет четной [формула (У, 1; 28)] и прямая формула (У, 1;7) дает 
оо 


С(№ = [ ем} (х) ах = (поскольку интеграл с синусом равен пулю) 
= [ соз 2тАх/(х) х = 2 | соз 2х (х) ах. (У, 3; 24) 
== 0 


Этот результат совпадает © (У, 3; 23). 
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Случай п=2. Имеем 


оо 


Г(р) = 2 | / @трг) Ф (г) йг, (\,3;25) 
0 


Эту формулу можно было бы получить, переходя к полярным координатам 
(г, 0) в формуле (У, 3; 1). То, что мы проделали в общем случае, является 
не чем иным, как обобщением на произвольное п этого перехода к полярным 
координатам. 


Случай п == 3. Известно, что Ју (х) = ү 2 ѕіп х. Отсюда 
Р 


» оо 


г®-—- | езіп (три) Ф) аг. (У, 3:26) 
0 . 


Мы видим, что и в общем случае при нечетном и в формулах будут уча- 


ствовать тригонометрические функции, а при четном п — функции Бесселя 
с целым индексом. 


Пример. Вычислим при п =2 образ Фурье функции Ф, равной 1 при 
г< № и равной 0 при г» №: 


В 
Гр) = 2= | (25р) ат. (У, 3; 27) 


0 
Напомним, что функции Бесселя удовлетворяют рекуррентному соотношению 


Г Фу) = А, (А), (У, 3; 28) 
Отсюда | 


(и (ри) ) = 2тре/ (три), (\, 3; 29) 
что позволяет вычислить наш интеграл: 
гр) = Ё л (2<8р). (У, 3;30) 


Эта формула используется в теории дифракции и во многих других 
вопросах. Ее можно было бы получить непосредственно из (У, 3; 1) переходом 
к полярным координатам. 
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$ 4. Одно физическое приложение интеграла 
Фурье: решение уравнения теплопроводности 


Рассмотрим стержень бесконечной длины, в котором тепло может рас: 
пространяться только за счет теплопроводности. Удельную теплоемкость мы 
обозначим с (теплоемкость на единицу длины); теплопроводность обозначим 4} 
это означает, что если градиент температуры в точке х равен 0, то коли“ 
чество тенла, которое проходит слева направо через точку х за едипицу 
времени, равно —16. 

Наконец, мы предположим, что источники тепла расположены вдоль 
стержня; говорят, что плотность источников тепла в точке х в момент пре» 
мени Ёесть р(х, #) (р имеет произвольный знак), еслн количество тепла, проиа« 
водимого источниками в интервале (х, х ах) в течение времени (1, Ё {. 7), 
равно рах йі. Мы считаем, что, помимо этих источников, никакой обмен 
теплом с внешней средой за счет излучения или теплопереноса не происходит, 
Определим, как изменяется с течением времени температура С в различных 
точках стержня. Ш является неизвестной функцией х и Е. Напишем ураниение 
теплового баланса для участка (х, х-- ах). За время (#, Е @Ё) этот учистои 
получает от соприкасающихся с ним источников количество тепла, раоё 
р(х, Вах АЕ За счет теплопроводности он получает количество тепла, равиов 


ду 
рах, 95-00, 0|а= аха, 41) 


дО 
ох ` 
Полпое количество полученного тепла составляет 


ибо градиент температуры в точке х равен 


(15) ах йі. | (У. 4:2) 


Поскольку теплоемкость участка равна сх, а увеличение температуры 
дО 
равно е 46 имеем 


дО 920 
б-р оуу == р. (У, 4; 3) 


Это уравиепие называется уравнением теплопроводности. Мы предположим, 
что оно остается справедливым, даже когда И и р— распределения. Они, 
важны слелующие случаи, когда р является распределением: 

а) р(х, Е)=5 (х). Это означает, что единственный источник является точечным, он 
помещен в точку О и производит единичное количество тепла в единицу времени; 
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Б)р(х, В=8(х)68 (№. Это означает, что источник помещен в точку О. действует 
только в момент Ё = 0 и выделяет в этот момент в точке О единичное ко- 
личество тепла 

Задача Коши для уравнения (У, 4; 3) (в том случае, когда в него входят 
только функции) состоит в отыскании решения И при # >> 0, при заданной правой 
части р(х, #) и заданном начальном распределении температур О (х, 0) = Ш (х). 

Мы будем рассуждать скорее интуитивно, чем строго, не пытаясь до- 
стигнуть полного обоснования. 


Обозначим через Й и р функции И и о, продолженные нулем при Ё < 0. 


Тогда формулы дифференцирования (в смысле теории распределений) раз- 
рывных функций дают нам соотношения 


. 920 _ | 97 90 _ {00 А . 
е = |+ 98, у (У, 4; 4) 
так что 0 удовлетворяет уравнению в частных производных | 
00 920 ~ ~ 
сер С0 (х) 800). (У, 4; 5) 


Мы предположим, что при любом Ё функция р, как функция только 
от -х, является умеренной; следовательно, при всяком фиксированном # она 
имеет т образ Фурье (равный нулю при Ё < 0): 


. (У, 4; 6) 


50, = Го, ех јх. 


Мы предположим, что функция О, (х) умеренная, следовательно, она 
также имеет образ Фурье: 


и, = Г Ш, (<) е-2 ах. (У, 4;7) 
—со . 
(Величина У, является заданной.) 

Выясним, существует ли решение задачи Коши, также являющееся при 
любом ѓ умеренной функцией от х. Если это так, то при любом фиксиро- 
ванном Ё решение будет иметь образ Фурье (равный нулю при # < 0): 


ЙО. = [0<, Бе-2х ах. (\, 4; 8) 


= оо 


Поскольку преобразование Фурье производится только по х при фикси- 
рованном #, частное дифференцирование по ѓ остается частным дифференци- 
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дб д® 
рованием по [точнее, образом Фурье для — СЛУЖИТ —у-; это вытекает 


из дифференцирования под знаком Г в формуле (У, 4; 8) |. Частное же диф- 


ференцирование по х превращается в умножение на 2/=\ [см. формулу (У, 2; 19)|. 
Следовательно, У (А, Ё) удовлетворяет соотношению 


с. 40207 = 9 (А, ЭС (№) ё (Р). (У, 4; 9) 


Теперь мы будем рассматривать это соотношение как дифференциальное 
уравнение по # при фиксированном \ [дифференциальное уравнение в смысле 
теории распределений, так как в нем фигурирует ё (#}]. Поскольку носители 
всех величин лежат в области Ё > 0, это уравнение при фиксированном А 


ГА 
представляет собой уравпение в свертках в алгебре (%.),. Его можно нере- 
писать в виде 


(о тро) «70, 0=30, 9 +6, 0980, (У, 4 10) 


где свертка производится по Ё при фиксированном \. . 
Обратным элементом для 
А = сё! 4 4528 (У, 4; 11) 
ГА . 
в алгебре (2), является элемент 


Ү (0) от 
с 


А = (У, 4; 12) 
[см. формулу (Ш, 2; 62) или предложение 14 гл. ПП. 
Поэтому решением уравнения (У, 4; 10) служит распределение 


4т? 1 №; 


т _ 
ГО, а= 50. 5% Убе ие" т”. (ү, 4; 13) 


Если с(№, #) при фиксированном № является функцией от ѓ, то первый из 
этих членов — свертка — записывается в виде 


— 4а? т № (2-7) 


г 
< [з0. х)е атл » (У, 4; 14) 
0 


при # > 0. 
Однако преимущество формулы (У, 4; 13) состоит в том, что опа 
может быть написана даже в случае распределений. 
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Коль скоро И (№, Ё) найдено, преобразование Фурье ‹Я при любом 
фиксированном ѓ восстанавливает решение ( (х, #) (по определению, всегда 
равное нулю при Ё < 0). 

В качестве примера предположим, что температура стержня при # < 0 
равна 0 и что именно в момент 2 = 0 источник, помещенный в точку х = 0, 
отдает стержню единичное количество тепла. Тогда (,(х) = 0, р(х, В = 
= 0(х) (7) и, значит, У, (№) = 0, (№, Р) = 8 (0). 

По формуле (У, 4; 13) получаем 


= 412 І 24 





Яо, 9= Уфе“ * (\, 4; 15) 
и .восстанавливаем 0 (х, Ё) по формуле (У, 1; 38): 
А | | КИЕЛИ 
О (х, == Үү( бе АЦО, У, 4; 16 
Е ) 


Эта функция называется элементарным решением уравнения теплопровод- 
ности. Сделаем некоторые замечания. 

1) Как бы мало ни было ѓ > 0, температура будет > 0 в любой точке 
стержня: тепло распространяется с бесконечной скоростью. (И все 
же при больших |х| температура долгое время остается очень малой.) 

2) При любом Ё кривая, которая представляет функцию М (на пло- 
скости х, И), является колоколообразной кривой Гаусса. Ес максимум до- 
стигается в точке х = 0, он равен . 


1 
үс) = 
В момент, когда в точке х = 0 действует источник, температура этой точки 


становится равной — со, а затем спадает при ѓ > 0 как ПУЕ. 
В любой точке х-Ё0 температура стремится к нулю при Ё—>0 и чем 
меньше 2, тем резче выражен максимум колоколообразной кривой в точке х=0. 


(0, 5= 2 у (6) 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ У 


Упражнение У-1. 1°. Пусть Ги #-— две функции, определенные на № 
и принадлежащие 21. Показать, что свертка . 


нх) уна= | ро у) с) ау 
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также принадлежит [1 и что выполняется неравенство 
1 1 В Д 
||, «ПЛ И 1. 
9°. Показать непосредственно, что 


р) 6. 


Упражнение У-2. 1°. Показать, что преобразование Фурье нечетного 
(соответственно четного) распределения есть нечетное (соответственно четнов) 
распределение. 

2°. Найти все нечетные распределения, являющиеся решениями урив- 
нения ХТ == 1. 


1 
3°. Вывести отсюда преобразование Фурье распределения Ур. 


Упражнение У-3. Преобразовать по Фурье функцию 

|х| при |х| < 1, 

О в остальных точках. 

Проверить, что преобразование Фурье бесконечно дифференцируемо. 


Р(х) = 


Упражнение У-4. Рассматривается умеренное распределение |х 
1°. Вычислить 8 є|х |. 


1 > 
2°. Вывести отсюда, что «Я (|х|) имеет вид АРЇ ғ 4-С, где Аи С = 
постоянные. Определить А. 





е 


1 
3”. Вычислить че (УР >). Вывести отсюда 9 (рі =) и получить затем 


х? 
постоянную С. 
1 
(Здесь используется преобразование 9 (ур). найденное в упражне- 


НИИ У-2. 


Упражнение У-5. Показать, что если преобразование Фурье распреле- 


хо 


ления ТЕ с?’ имеет вид «Я [7| = У слу. ТО распределение Т перио- 
оо 


п=- 
дично, а числа с, являются его коэффициентами Фурье. 


, 


Упражнение У-6. (Новое доказательство формулы 1 =.) Про- 
странство в’ снабжается следуюшей топологией: говорят, что расиреде- 
ление Т д, зависяшес от параметра А, стремится в &' к распределению 7 
при А> оо, если (ТГ, Ф) > (Т, $), при А > оо, для любой фуикции`ф из 97, 


16 Л. Шварц 
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а) Показать, что если Т. > Т в в’, то Та > Т в 97. 
Ь) Рассмотреть распределение 


1 при |х[ < А. 


Т == 
А 0 в остальных точках. 
Вычислить Т д. 


с) Показать, что Г > 1 в 67’, когда А >» оо, и что распределение «Я Та, 


вычисленное в пункте Ъ), стремится к ? в прост ранстве в’. Вывести отсюда 
формулу «1 — ё. 


Упражнение У-7. (Письменный экзамен, Париж, 1959.) 


Первый вопрос. 
Каковы образы Фурье следующих функций и распределений на прямой: 


а) — единичпая масса в точке с абсциссой а? 
едітх, в-?"х, сөѕЅ 2=х, ѕіп2тх?1) 


Рассматривается следующая функция: 


соѕ 27. зіп 279х 
0) = — —- 


ях? 9935" 


Она определена при х0. Показать, что при х 0 она имеет предел, 
и вычислить этот предел. 
Положим 


800) = (— 200) / (х). 


Чему равен образ Фурье О, функции 2 (х)? 
Вывести отсюда, что образ Фурье С (№) функции { удовлетворяет неко- 
торому дифференциальному уравнению. и выписать это уравнение. 


Второй вопрос. 

Показать, что существует решение С,(Х) этого дифференциального 
уравнения, которое является функцией от А, обращаюшейся в нуль вне интер- 
вала (—1, 1). Каково общее решение этого лифференциального уравнения? 
Используя тот факт, что С,(№) имеет ограпиченный носитель и что / (х) 
является функцией, показать, что обязательно С (№) == С, (А). . 

Написать для / (х) и С (№) обратную формулу Фурье. Произвести прямое 
вычисление интеграла, дающего «Я С (А), и восстановить, таким образом, / (х). 





!) Здесь используется предыдущий результат и формула двойственности Фурье. 


Упражнения 243 





Третий вопрос. , 

Рассматривается функция ГС), равная С\(Х) в интервале (—1, ЫІ) 
и продолженная вне этого интервала как периодическая функция с периодом 2, 
Показать, что предыдущие вычисления автоматически дают ее коэффициенты 
Фурье; написать ее ряд Фурье; установить, что он является сходящимеи, 


Д 
Записав его сумму нри А= 1, вычислить сумму ряда У: 
п=1 
Упражнение У-8. Напомним, что если произведение двух целых голо» 
морфных функций Ц (А) и У (А) комплексного переменного А равно нулю, То 
по меньшей мере одна из этих двух функций равна нулю. Используя это 
свойство, показать, что если 5 и Т — два распределения с ограничеиными 


носителями на прямой А (т. е. если 5 и ТЕ’) и если 5 и Т удовлет- 
воряют соотношению 


5 жТ = 0, 


то по мепьшей мере одно из этих распределений 5 или Т равно нулю. Это 
утверждение становится, естественно, ложным, если хотя бы одно из этих 
двух распределений не принадлежит ©’. 

Пример: пусть 5=— 16.9; Т = Є $, тогда 5 «Т — 0. 

Упражнение У-9. Рассмотрим прямую №. Обозначим через Н! иро- 
странство функций /, которые принадлежат [2 вместе со своей первой про- 

4 

изводной 27. (в смысле теории распределений). Снабдим это простраиетво 
 калярным. произведением 


(Л, 2) == (7, 04 (42, 2) = Г лоо ах + ГЕ" . х. (1) 


'– оо 


1) Показать, что /!, снабженное скалярным произведением (1), является 
пространством Гильберта. 


Обозначим через ||. ||, норму, определяемую скалярным произведением (1), 
2) Доказать следующий результат: для того чтобы умеренное распреде- 
ление / принадлежало Н, необходимо и достаточно, чтобы 


№)" ЕР, 
где через О) обозначено преобразование Фурье от /. " 
3) Для ГЕН’ положим 


ИИ, 1а А) РО). 


Показать, что нормы | 





и ||. |, эквивалентны в А. 


16* 
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Упражнение У-10. Пусть «Я Ц — распределение ст переменного у = 
— (у, у, .... Уһ) — обозначает преобразован: Фурье распределения И от 
переменного х = (х, х.,..., Х,). Положим 


= ү, ре үу. я. 
Установить формулу 
[1 в-5 Г((п--^)/2) 1 
| ғ) " Г (2/2) р" (1) 


где Е — вешсствениое число, п/2 < А < п(п-— число координат). Решение 
задачи начинается с доказательства того, что «Я (г-*) пропорционально р-(1-®, 
Заъем используется равенство 


(1, 9 у= (89 у. 6) 


с = г-® и с подходяще выбранной из ©? функцией 2. Что происходит 
при А = 0/2? 

Дать простое выражение для «Я (г?Р), р >, 0. 

Предположим теперь, что л = 1. Примем без доказательства формулу 


9 (16{х |) = — УР! (уг) — ©8298, (2) 


где С — постоянная Эйлера, а РЇ(1/|у|) — распределение, определяемое ра- 
венством 


(рї (97). в0)=-] $ (у) 16 уду + уя (у) 18|у| ау. 


ФЕ. (Сравните с упражнением 11-14.) 
Получить из формулы (2) выражения для преобразований 


(ур), т), о) 9х”, 
где Ү(х) — функция Хевисайда; т — целое >> 1. 


Упражнение М-11. Полином Эрмита Н„(х) при целом неотрицатель- 
ном т определястся равенством 





ат — 2%? т —тгот-14 = — 215 . 
дит (6 )= 0—1)" Ум! 2 т? Н„(х)е`"*. (1) 


Функция Эрмита © (х) — равенством 


Не. (2) 
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Первый вопрос. 
а) Вычислить Но (х), А, (х), Н,(х), Нз (х). 
Ъ) Используя равенство 


4 — 2х2 —Жжтх? — 
4х (е ) - 4кхе —0, 
показать, что при т >. 1 выполняется соотношение 
ат+і _әпуё 4 отха 4 а" кх 0. 
отт (672%) + 4х (2—29) + 4те те (е0) = 


Вывести отсюда рекуррентные формулы: 


Ни = Ут Ни С° ° (3) 








2У=(т-- 1 Ни. (х) — 4кхН и (х)- 2 Утт Н, (х) = 0. (4) 


с) Показать, что Н„(0) равно нулю при нечетном т и что при четиом т, 
т = 2п, справедливо равенство 


—1 
н.о = 2" "Ут, (5) 


` 


Второй вопрос. 


а) Показать, что 9@„(х)— элемент пространства в? быстро убывающих 
функций. Показать, что 


0, есл + 4, 
Г эвсо 20,0 ах | РЯ 


- оо 


Ъ) Напомним, что преобразование Фурье « | / (х)] функции / опреде 
ляется равенством 


1, если р= 0. (6) 


10) | еу (х) ах. 
Показать, что > 
9 Дет = е", 
и вывести отсюда, что . 
9 [9#„(х=(Ы—Ф0” 90, (х). (7) 
Третий вопрос. 9 


Пусть Т — умеренное распределение. Разложением Г по функциям Эрмита 
называют ряд 
59) 


х а„ (Т) т, 


т= 


246 . ‚ Гл. У. Преобразование Фурье 


где 
а„(Т)=«Т, 6). 


а) Написать разложение меры Дирака 5 но функциям Эрмита. 
Б) Рассмотрим преобразования Л. и Т_ умеренного распределения Т: 


т. (Т) = 21 овхт, | (8) 
г. (Т) = — жит. (9) 


Преобразования (8) и (9) определены, в частности, для любой функции 
из пространства с^. Используя формулы (3) и (4), показать, что 


7. н 21 мт бит при т 2:1, 


Показать, что разложение ё по функциям Эрмита, найденное ранее, схо- 
дится в в’ к некоторому раснределению $, вычислить 7, (5) и 7 ($) и 
вывести отсюда, что 5 имеет вид С. Используя формулы (6), показать, 
что С = 1. 


с) Получить отсюда значение интеграла 
со 

| 96 „0) д. 
— со 


используя равенство (7). 


Упражнение М-12. Обозначим через (С) конус 
420 — х2>.0, Е>0, 


на плоскости (х. #); ч— данная константа. 
Обозначим через Ё, (#) распределение, равное 2/2 внутри конуса и рав- 
ное 0 вие него. 
1°. Вычислить преобразование Фурье Е, ‚(Ё) распределения Е, (0) по Ж 
при фиксированном Ё. 
. Найти умеренное элементарное решение для оператора 
1 0? 92 . 
02 ОР дх? ' 
используя преобразование Фурье по одному переменному х. 
Сравнить результат с результатом упражнения 1-20. 


ГЛАВАМ 


ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


$ 1. Преобразование Лапласа от функций 


Преобразованием Лапласа называют преобразование, которое всякой 
комплекснозначной локально суммируемой функции }(Ё) вешественного пере 
менного ѓ, равной нулю при Ё < 0 и подчиненной, кроме того, подходящим 
условиям, ставит в соответствие голоморфную функцию Р(р) комплексного 
переменного р, определяемую интегралом 


ғ(р)= | У (Ке-Р: аі. (М, 1; 1) 
0 


Это соотношение записывают так: 


(РЕ (р), (МІ, 1; 2) 


функцию / (Ё) называют оригиналом, функцию Ё (р) — изображением. Инте- 
грал (№1, 1; 1) называют интегралом Лапласа. 
Модуль функции 7 (#)е-2‘ равен |/(#)|е-“, если 
Абсцисса абсолютной р: 4 іт. Таким образом, суммируемость (или 
сходимости 
абсолютная сходимость) интеграла (№1, 1; 1) зависит 
только от вещественной части & переменного р. 


Предложение 1. Если интеграл (Ў, 1; 1) при Е=& суммируем, 
то он будет суммируем при > и притом равномерно по р. 
В самом деле, | / (2) |е < |Г(Ю|е-ы при ЕВ. 


Вывод. Существует такое вещественное число а (произвольного 
знака), что при Е а интеграл (М1, 1;1) суммируем, а при Ё<а не 
суммируем. , 

В самом деле, обозначим через а нижнюю грань чисел &, для которых 
функция |7 (#0) |е“ суммируема. Если &> а, то по определению числа а 
существует такое число Ё, лежащее между а и &, что функция (Фе м 
суммируема, а следовательно, суммируема и |/ (#)|е- в силу предложения 1. 
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Пусть теперь & < а, и пусть & лежит между Е и а. Если бы функция | / (2) |е“ 
была суммируемой, то в силу предложения 1 функция |7 (2)|е-* также 
была бы суммируемой, что противоречило бы определению числа а. В итоге 
число а определяется сеченчем между теми ЕЁ, при которых интеграл (УІ, 1; 1} 
суммируем, и теми #, при которых он не суммируем. 

Заметим, что при & = а интеграл может быть как суммируемым, так и 
не суммируемым. 

Число а называется абсциссой суммируемости, или абсолютной 
сходимости, интеграла Лапласа. Область = > а называется областью 
суммируемости интеграла Лапласа. 

Если а = — оо, то интеграл (\1,1;1) суммируем при любом (комплекс- 
пом) зчачении р; если же, напротив, а ==-|- оо, то интеграл (У1, 1; 1) ни при 
каком р не суммируем. 


Предложение 2. Если функція } локально суммируема и удо- 
влетво ряет при >20 оценке 


|7 (| < Ае“, (МІ, 1: 3) 


где А> 0, Е — вещественное число (произвольчого знака), то абсцисса 
суммируемости а не превосходит Е, а < Е. 

Мы должны показать, что при # > А интеграл (УІ, 1; 1) суммируем. 
При # >> ё выполняется оценка 


(01е < Ает 6-6, (УТ, 1:4) 


правая часть которой суммируема, поскольку Е—А >> 0. Поэтому функ- 
пия |/(К|е-" суммируема на луче от К до со. Но она суммируема и на’ 
отрезке от 0 до &, поскольку функция / локально суммируема. Таким. 
образом, функция |/ (#)|е-" суммируема на луче 0 до -- оо, что и требова- 
лось доказать. 

В частности, если } ограничена, то абсцисса суммируемости а пеноло- 
жительна (а - 0), иначе. говоря, интеграл (УТ, 1; 1) суммируем при & > 0. 

Если функция / локально суммируема и имеет компактный носитель 
(нри этом функция / будет просто суммируемой), то приведенная выше 
оценка справедлива при любом Ё (и даже с А == 0), когда Ё > &, где ѓу 
достаточно большое число. Следовательно, а == — со и функция Ё (р) опре- 
делена при любом р. Вообще это явление будет наблюдаться, если при 
любом Е < 0 функция } допускает оценку (МТ, 1; 3) при достаточно больших #. 
Например, абсцисса суммируемости для ° 


1=У@е-* (МТ, 1;5) 
равна — оо. | 
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Напротив, для фупкции 
РО) == (0) е? (МІ, 1; 6) 
интеграл (УІ, 1; 1) никогла не является суммируемым, а = +4 оо, 


Предложение 3. Если а — абсцисса суммируемости интеграла 


Лапласа от функции ў, то функция Е(р) голоморфна при Е а. 
В области Ё а справедливы равенства 


Р (ру = | РОР) 0) ера. (МІ, 1:7) 


Иначе говоря, 
(—– 9)" (02 Р“ (р). (МІ, 1; 8) 


Абсцисса суммируемости интеграла Лапласа для функции 
(— 0)" 7 (Р) совпадает с абсциссой суммируемости для функции } (Р). 

Докажем сначала последнюю часть теоремы. Поскольку / всегда предпола- 
гается локально суммируемой, достаточно рассуждать при # >. 1; при этих # 
степень Ё" также >.1, и поэтому из суммируемости фуикции (— В” / (Ве-и 
вытекает суммируемость / (#) е“. Иначе говоря, абсцисса суммируемости для 
функции (— /)* / (Ё) не меньше а. 

Напротив, при любом е > 0 для достаточно больших Ё выполняется 
неравенство Ё? . ее, следовательно, |(— 1)" / (е7 < | (|е 6-9 для 
достаточно больших #; при Е — є > а, т. е. при Ё > а 4+ е, последияя функ: 
ция суммирусма, а, значит, абсцисса суммируемости для (— #)" / (№) пе прево- 
сходит а -|- є. Поскольку = > 0 .— произвольно, эта абсцисса не превосходит а 
Из двух установленных неравенств заключаем, что эта абсцисса равна а. 
После этого первая часть теоремы становится очевидной, ибо мы имеем право 
дифференцировать по р интеграл (МІ, 1; 1), задающий функцию / (р). под 


знаком Г. если продифференцированный интеграл равномерно суммируем. 


Но как раз эта равномерная суммируемость и имеет место при & > а. Отсюда 
мы получаем формулу (МІ, 1; 7), равносильную (УІ, 1; 8). Функция Р(р) 
голоморфна при ё > а, поскольку в этой области она дифференцируема 
по комплексному переменному р. І 

На практике попадаются интересные случаи, когда интеграл Лапласа 
сходится, но не суммируется (т. е. условно сходится). Однако мы не будем 
заниматься здесь этими случаями, | 


Б 
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1, Определение. Если изменить функцию { на множестве меры нуль, 
то ее интеграл Лапласа Ё (р) не изменится. Таким образом, в действитель- 
ности функция (р) сопоставляется классу функций /, т. е. Р(р) сопоста- 
вляется распределению, задаваемому локально суммируемой функцией $}. 

Пусть, в общем случае, Т — распределение на вещественной оси перемен- 
ного Ё с носителем, лежащим на луче # >.0. Иными словами, пусть ТЕЗ. 
Пусть, кроме того, существует такое число &, что при # > & распределе- 
ние е- “Т принадлежит &7’. Тогда Т обладает преобразованием Лапласа 


7 (р) = (Т, е7), (М1, 2; 1) 
определенным при & > &. В самом деле, пусть 9 (#) — бесконечно дифферен- 
цируемая функция с ограниченным слева носителем, равная | в окрестности 


посителя Т. При Ёр % выберем число &, удовлетворяющее неравенствам 

<< Е Тогда е-Т Е 7’ иа () е0 50 6 8? и, следовательно, выражение 
{е-ыТ, а(Бе-Ф- А 

имеет смысл. Это выражение не зависит от &; по определению, оно и дает 

нам форму (Т, е2. 

Заметим, что определение (УІ, 2; 1) является разумным обобщением опре- 
деления (МІ, 1; 1). Мы были вынуждены наложить на Т некоторые ограниче- 
ния, ибо хотя функция е2“ и является бесконечно дифференцируемой по #, 
ее носитель не ограничен, так что правая часть равенства (УІ, 2; 1) не имеет 
смысла, когда Т — произвольное распределение, 

Можно доказать, что 7 (р) будет голоморфной функцией от р при ё > & 
и что спова 

("Тай (р). (УІ, 2; 2) 
Преобразование Лапласа, разумеется, линейно: если 52 (р) при ё > Ё 


и Т>7 (р при Ё>Ь,, то 5 То? (р) 4+- 7 (р) при Ё> тах (ћу, 5) и 
1.5 >17 (р) при > В. 


2. Примеры преобразований Лапласа. 1) Справедливы формулы 


8—1, 
| 8” > р”, т целое 2.0, (МІ, 2; 3) 
дае“. . 


Эти формулы сразу же вытекают из определения (УІ, 2; 1). Они справедливы 


при любом р, потому что речь идет о распределениях с ограниченным 
носителем. 
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2) Пусть Т-- распределение, образованное массами С, (п =0, 1,2,..,) 
в точках с целочисленными абсциссами 0, 1, 2, .... 
Тогда соотношение 


дет"? 
приводит к соотношению 
оо оо 
У Св, „2 2 Слет". (МІ, 2; 4) 
п= п= 


У С,2". * (УІ, 2; 8) 


Мы видим, таким образом, что сходящийся степенной ряд является, с точь 
ностью до замены переменного, некоторым преобразованием Лапласа. Область 
определения преобразования Лапласа, которая была полуплоскостью, превра- 
щается при этой замене переменного в круг сходимости. 


3) 55 при #2 0; 
А1 
(И туо а> 0, при #2 0; (МІ, 2; 6) 
д - 1 
У (#)еч : 1 «> 0, при Ё> Вел. 





о —————, 
Га) (№ 


Ветвь функции (р —^)* в полуплоскости > Вел выбирается так, чтобы 
она была вещественной положительной при вещественных положительных 
значениях р — № и иепрерывной при ё > Вел. 

Вторая из формул (МІ, 2; 3) и третья из формул (МІ, 2; 6) с целым & 
позволяют найти оригинал для любой рациональной дроби Р(р)/9 (р) от р 
путем разложения этой дроби на элементарные. 

Стоит заметить, что в $ 2 гл. Ш мы обозначили буквой р распределе- 
пие 5’, а под выражением 1/(р —^)” при целом а понимали фуикцию 

2—1 
У (Е) у. Там р было просто буквой, обозначающей 5". 

Здесь наша точка зрения иная. Распределение 5’ имеет изображением 
1-1 
Г (а) 
цию 1/(р — №)" как голоморфную функцию комплексного переменного р, 
Однако использование этого остается прежним: свертывание и умножение, 





Лапласа функцию р, а распределение У (7) 2 имеет изображением функ“ 
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Докажем, например, вторую из формул (МІ, 2; 6). Пусть 
‚. оо 3—1 . 
Е (р) = — ет?! аё. | (МІ, 2; 7) 
[ тв 


Этот интеграл суммируем в окрестности точки #==0, поскольку х > 0. 
Он суммируем на бесконечности при & > 0 и не суммируем при * <. 0; ока- 
зывается. что полуплоскость голоморфности функции Р(р) не шире, чем 
полуплоскость суммируемости, поскольку у Р(р) существует особенность 
в точке р==0. 

Если р вещественно, р ==, то замена переменного == и сразу же 
дает результат 


И — 1 г —ииа-1 1. 1 :8 
е0) те | ° и%1 аи =. (УІ, 2; 8) 


Если же р комплексно, то заметим, что Ё(р) должна быть голоморфной 





А 1 1 
функцией р при 5 > 0 и что эта функция должна равняться = 2а при 


вещественном р == 2; таким образом, она должна совпадать с указанной 
ветвью функции 1/р”. Это можно увидеть и непосредственно. 

Та же самая замена переменного рЁ = и перемещает путь интегрирова- 
пия в комплексную плоскость; если обозначить буквой 6 аргумент числа р. то 


8 оо 
Р (р) = тот | е-"и"-\ ди. (№1, 2; 9) 
4 А 0 
Легко проверяется, что интеграл 
ед едд 
[ = іт [ 
о АЭ? о, 
можно заменить интегралом 
В А еійд со 
И [+ пт [ + іт | =Г, 
> 0, 2: А>х> УТ 6 
так что снова ы 
ео 


, | ети ди = і (а) А (МІ, 2; 10) 
7 2 
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1 


. 
4 





Е (р) = (МІ, 2; И) 


Входящая сюда ветвь функции р* возникает в результате замены перемен. 
ного; она такова, что число р“ = и" должно иметь аргумент, равный об, 


е !#4 


Рис. МІ,1. 
и, значит, само число ре должно иметь этот аргумент аб : рх = | ре"; та» 
ким образом, в полуплоскости Ё >> 0 эта ветвь снова совпадает по непрё» 
рывности с ветвью, которая вещественна и положительна при вещественном 
положительном р(р == Ё >> 0). 
Положим, в частности, а = 1, \ = + ію. 











Тогда 
Убе“ 5 Е при > 0, 
КЕ | (УІ, 2; 12) 
У(Бе > о при 2 > 0. 
Откуда 
У (2) соза > т при >| 
Р (М, 2; 13) 
Ү (0 іп оѓо т при > 0. 
4) Мы хотим доказать формулу | 
Ул (05 ЕЕ, 0 - (М1, 2; 14) 


где Ј,(#) — функция Бесселя; ветвь функции 


у 1.= үр (р 0 
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выбирается так, чтобы в полуплоскости голоморфпости & > 0 она изменялась 
непрерывно и принимала вещественное положительное значение при вещест- 
венном положительном р (р = 5 > 0). 

Мы должны вычислить интеграл 


ғр) = | (Р) е-р:ағ. (М1, 2; 15) 
0 


Известно, что при # 2 0 функция Л(Ё) не превосходит 1, и, значит, этот 
интеграл заведомо сумммируем при & > 0. В силу асимптотического равенства 


(= ү 2 со (‹ – 4) (МІ, 2; 16) 


этот интеграл не суммируем при & = 01). Впрочем, полуплоскость голоморф- 
ности не превышает полуплоскости суммируемости & > 0, как это показывает 
наличие особенностей у функции Р(р) в точках р = +1, 
Воспользуемся, например, разложением Л (Ё) в ряд: 
оо 
м (10) урет 
л®=У ‘ду (2) . (М, 2; 17) 
т=0 
Проинтегрируем ряд, задающий ХР (р), ночленно, предполагая, что мы имеем 
право это сделать. Тогда 


пс Г м (т Ом) 
ғо) = У ст | тети = У терт тг = 
0 


т=0 т=0 


К" 1.3.5. .... (От 1) (1) 
К, 





0 
А 1 1 1 

(22)1- 2—1): ие О 
-Ў- Е ст: 
Последний ряд является биномиальным; он сходится при | р| > 1; сворачи- 

вая его в бином при этих значениях р, получаем 
ре (\,2;19 
(р) = р(1 +) "уа Ут ( ‚=, ) 

р? 





при указанном выборе ветви. 


ИН ” 





1) Хотя и условно сходится. — Прим. перев. 
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Эта выкладка будет закопной, если мы получим конечную величину, #1- 


0” [12 (т о-ы , 
менив члены ряда (5) е их модулями ттт (5) е . Но ведь 


при & > І мы действительно получаем конечную величину 











о К 1 1 1 
Го тж (-5)(=>-1...(=5-"+1 1 \т 
У (т1)2 92т тт я, 
(УІ, 2; 20) 
равную 11У— 1. 
Следовательно, формула (У1, 2; 14) верна при Ё > 1. 
Однако рассматриваемый интеграл Лапласа в действительности суммируем 
при & >> 0; поэтому он должен быть голоморфной функцией от р при Ё > 0, 
равной 





УЕ при & >> 1; но ведь эта последняя функция также голоморфна 
р 
при 2 2 0, и, следовательно, формула (МІ, 2; 14) справедлива при Ё > 0, хотя 
выкладки, которыми она получена, теряют силу при 0 < 5 < 1. 

5) Если Ў (0) 2 Р (р), то 


1 р с 
70027 Р (>). > 0. (МІ, 2; 21) 


3. Преобразование Лапласа и свертка. Пусть 5 и Г — два распределения 
из 9’, нмеющие преобразования Лапласа при ё > ё; и > Ё. 
Тогда 
00—65 7) 


УІ, 2; 


при & >> шах (5, 5.). 
Отсюда мы получаем 


{$ Т, е-2) =($,@Ту ет ри — (5, ӨТ, е-пхе-ру) = 
— (5. е-2®) (Ту, есруу (МІ, 2; 23) 


«То (р) 7 (р). (МІ, 2; 24) 


или 
Итак, 


Предложение 4. Сверика 5 х Т имеет преоб разбвание Лапласа 
при Е > 6 = тах (у, Ё), равное произведению преоб разований Лапласа 
распределений 5 и Т 

Эта теорема была получена еще в гл. И [см. формулу (Ш, 2; 29), когда 
$ и Т имели ограниченные носители (и, значит, бу = 5, = — оо). 
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Вывод. Если ТЭР(р), то 
Тео р”ЁР(р). (М1, 2; 25) 


В самом деле, Т" == Тж 20 и 5" р”, Со сверткой Т х А2 надо соблю- 
дать осторожность, если Т — функция, то дифференцировать Т надо в смысле 
теории распределений. 

Примеры. 

1) Имеем ү(ђ>--. Тогда У’>р. 1 = 1, и действительно У” =5, 8:21. 

2) Вернемся к формулам (УІ, 2; 13). Имеем 


`. У (Р) зіп ойо т-у 
Из этой формулы получаем 
(У (2) ѕіп оу = И (В соѕ Уат , 


откуда 


У (2) соѕоѓ туғ . 


Аналогично дифференцируя эту последнюю формулу, получаем 


(У (© соѕ юѓ)! — — «У (Буш в > Г сае , 
откуда вновь находим 
мі Уз оо 1 з | ея 
Заметим дополнительно, что 
(07 4-0) У (О по $ (І, 2: 26) 
и в согласии с этим ~ 
ИА (02-4 2). та 1. (УІ, 2; 27) 


3) Тот факт, что 8 является единицей для свертки, находится в связи 
с тем фактом, что 1 является единицей для умножения. 
4) Известно, что 


У (ем Е. го) == Ү (Ре 





еб М, 2:28 
ГС гате (2:28) 


1см. формулу (Ш, 2; 11). 
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Если сделать преобразование Лапласа и учесть последнюю из формул 
(УІ, 2; 6), то получится соотношение 


Б) Б) 65) (1, 2:29) 


которое на самом деле очевидно. 
Ниже мы увидим, как, напротив, можно получить формулу (МІ, 2; 28) 
из очевидпого соотношения (УІ, 2; 29). 








4. Преобразования Фурье и Лапласа. Обращение преобразования 
Лапласа. Рассмотрим снова случай функции Ј (В. Имеем 


ве = | Фе а. (М1, 2; 30) 
0 


Мы видим, что при фиксированном Ё функция Ё (& | іл). рассматриваемая как 
функция переменного ў, является преобразованием Фурье функции Ј (ё, 
Таким образом, преобразование Лапласа эквивалентно семейству преобразо- 
ваний Фурье, семейству образов Фурье функций (0) е7“ при ё > а. Из этого 
факта вытекает большое число следствий. 

1) Он позволяет вычислять преобразования Фурье, отправляясь от пре« 
образований Лапласа, которые легче поддаются вычислению. поскольку в них 
участвуют голоморфиые функции. 

Например, из формулы (УІ, 2; 14) вытекает, что преобразованием Фурье 
функции 

Ул (ее, 820, (УТ, 2; 31) 
служит функция 


Мы видим, что этот результат справедлив при > 0, в то время как при дока 
зательстве формулы (У, 2; 14) мы видели. что прямое вычисление дает этот 
результат только при >> 1; именно свойства голоморфных функций позво. 
лили нам перейти к & > 0. Можно было бы пойти дальше и переходом к пре. 
делу (в пространстве распределений) при &—>0 получить отсюда преобразо“ 
вание Фурье умеренного распределения У (№) Л (В. 

2) Если изображение по Лапласу функции ў (Р) тождественно равно 
нулю при > а, то функция }(ЁР) почти всюду равна нулю (равна 
нулю как распределение). 

В самом деле, если образ Фурье функции }(К)е-“ равен нулю, то сама 
эта функция равна пулю почти всюду, а значит, и } (ѓ) равна нулю почти 
всюду. 


(№1, 2; 32) 


17 Л Шварц 
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Отсюда вытекает, что голоморфная функция никогда не имеет более чем 
один оригинал. 

Мы примем без доказательства, что этот результат остается справедли- 
вым для распределений: если преобразование Лапласа 7 (р) распреде- 
ления Т равно нулю при 5 >> Б, то распределение Т равно нулю. 


3) Из формулы обращения преобразования Фурье вытекает формула обра- 
щения преобразования Лапласа: 


ее [Реа етат. (МІ, 2; 33) 
Эта серия формул, соответствующих различным значениям & >> @, должна да- 
вать одну и ту же функцию (№). Впрочем, 





= = [Ре ег т (М1, 2; 34) 
ИЛИ 7% 
1 Ё+ѓоо 
70 == | Рођен ар. (МІ, 2; 35) 


&— ісо 
Эта формула является основпой; мы собираемся показать, при каком условии 
она справедлива. 


Предложение 5. Для того чтобы голоморфная функция 7 (р) 
была преобразованием Лапласа некоторого распределения ТЕ, 
необходимо и достаточно, чтобы 7 (р) существовала в некоторой по- 
луплоскости 5 > с и мажорировалась по модулю в этой полуплоскости 
некоторым полиномом от |р |. 

1) Условие необходимо. Мы не собираемся это доказывать. За- 
метим Только, что если Т является функцией ў, а число @ — абсциссой сум- 


мируемости ее интеграла Лапласа, то функция / (2) е“ суммируема приё= с> 0, 
причем выполняется оцепка 


12 (р) 9) |е а = С (МІ, 2; 36) 
0 . 
при Е > с. Функция Ё (р) ограничена по модулю константой С. 


Пусть теперь распределение Т является производной (в смысле теории 
распределений) порядка т от некоторой функции 7. Тогда 


7 (р) = р”Е(р) (МІ, 2; 37) 
ПЗС]. при 8с. 


и, значит, 
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нн а чна, 








Заметим также, что производной ё) соответствует функция р”, подчиняю- 


щаяся оценке того же Типа; впрочем, это — частный случай предыдущего, 
ибо 8” является производной порядка т + 1 от У. 

Заметим, наконец, что именно так и дается доказательство в общем слу* 

чае; доказывают, что если распределение Т имеет преобразование Лаплиса, 
{ 

то Т является производной д" от некоторой функции ў, абсцисса сумми 

руемости которой < + оо. 

2) Условие достаточно. Сначала мы рассмотрим частный случий: 
предположим, что модуль |7 (р)| ограничен при 5 > с > 0 и что он стре- 
мится к 0 при | р| > 20, как 1/|р|?. Тогда произведение |р [|7 (р) огри- 
пичепо при & > с, т. е. существует такая постоянная С, что 

2С А по, 
7 (р) < Тру при Ес. (МІ, 2; 38), 
Это перавепство можно переписать в вид? 


ТЕНИ < == при > с. (№1, 2; 39) 


Теперь мы можем вычислить интеграл (УІ, 2; 35): 
+оо 


= г | Тре” ар, Ее. (М1, 2; 40) 


Е — {со 


> 


== [6+0 !| = е не зависит от у. а функция 7 (24-і) в силу оценки 
(УІ, 2; 39) суммируема по 7 в пределах от — оо до +оо. 

Кроме того. этот интеграл пе зависит от выбора Ё. В самом деле, если 
взять два значения Е и &, & >Ь, то 


Этот интеграл имеет смысл при фиксированных ? и #, ибо модуль |е”| == 


1-5 Е +іоо 514 [А &+ГА ГА 1: ГА 
[=] == іт = |= {у — |0,24) 
бо Блю >> ХЕ рд 2А Асо фуд А 


(по теореме Коши; см. рис. МІ, 2). 
Но ведь последняя разность интегралов, стоящая в скобках, стремится 
к нулю, ибо каждый из этих двух интегралов подчиняется оценке 


С е" | 22 ЕЕ Се 
а В, (МІ, 2; 42) 


&+ТА 


правая часть которой стремится к 0 при А—> 20. 


17* 
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Запишем равенство (УІ, 2; 40) в виде 


чу: | Теме ат. (1, 2; 43) 


— іо 


Этот интеграл представляет собой преобразование Фурье я (по ҹ) от 
суммируемой функции 2 (2-4 7). Поэтому возникающая функция е-# 1 (/) 


Ё, (А + А 





Е-ГА Е А 
Рис. МІ, 2. 


пепрерывпа, значит, непрерывна и функция / (7). Известно, что при этом функ- 
ция 7 (54 ёт) будет преобразованием Фурье с от функции е4 (2); соот- 
ветствующую формулу надо попимать в смысле преобразования Фурье 
умеренных распределений. Однако если известно, что (Ре суммируема, 
то и в обычном смысле теории функций 


Т) Г есче а! (МІ, 2; 44) 


или 


(р) = Гета. (МІ, 2; 45) 
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Покажем, что  (#) равна нулю при # < 0 и что 7 (#) е“ заведомо суммируема 
при Е > с. Из равенства (МІ, 2; 43) получаем оценку 





ЕЁ 
ПОЕ = а <, | (М1, 2; 46) 


которая справедлива при любом & > с. Если #<.0, то при Ё оо эксио. 
нента 2 — е- 1:1 стремится к 0 и, значит, Г (Е) равна нулю. Если же # > 0, 
то минимум экспоненты е при > с равен ес и, значит, 





001 < 5 С". (МІ, 2; 47) 


Таким образом, | (#) е] < 5 Се-в-о", т. е. функция }(бе-“ заве- 


домо суммируема при Ё > с. Поэтому формула (МІ, 2; 45) справедлива, 
а поскольку ў (#) = 0 при Ё < 0, эта формула принимает вид 


70р) = [00е при > с. (М1, 2; 48) 
0 


Итак, функция 27 (р) действительно является преобразованием Лапласа 
при Е > с. Кроме того, функция / непрерывна и удовлетворяет оценке (МІ, 2; 47), 
Вернемся теперь к общему случаю. 
Пусть 7 (р) — функция, голоморфная при ё > с > 0 и не превосходящая 
по модулю некоторого полинома от |р| степени т. Тогда функция 
7 (р) . 
та (МТ, 2; 49) 
будет удовлетворять оценке типа (УІ, 2; 38). Поэтому существует непрерыв- 
ная функция  (#) (с абсциссой суммируемости < с), преобразованием Лапласа 


которой служит функция (УІ, 2; 49). Но тогда, согласно выводу из пред: 
ложения 4, распределение 


т (у (МІ, 2; 50) 


{где производные берутся в смысле теории распределений) Судет иметь своим 


преобразованием Лапласа функцию 7 (р) при Ёр с. Что и требовалось до- 
казать. 


Пример. Пусть надо найти этим процессом оригинал функции 7 (р) == 1. 
Эта функция, конечно, голоморфна при любом р и оценивается по модулю 
полиномом нулевой степени от |р|- 
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Выберем с> 0. Тогда функция 1/р? при &>с будет удовлетворять 
оценке (УТ, 2; 38) с С = 1. Поэтому 1/р? является преобразованием Лапласа 
искоторой непрерывной функции, обращающейся в нуль при ѓ < 0. Эту 
функцию можно найти с помощью интеграла 


| Е+ГА 


1 
лозы | те рун Пт Г. где > с. (\1,2: 51) 


#15 4>> =-ГА 


Ограничимся сразу же случаем #>.0, поскольку Ј (Е) = 0 при ѓ < 0. Заменим 
этот интеграл некоторым контурным интегралом. Присоединим к отрезку 


Е + ТА 





Е А 


Рис. МІ, 3. 


` 


(А, ЕР ГА) полуокружность радиуса А с центром в точке $, располо- 
женную слева от отрезка (см. рис. МІ, 3). Ее длина равна кА. На этой 
полуокружности модуль [е2:/р2| не превосходит е"/(А — Е), а иптеграл-по 


пАе" 
суг, И, значит, он стремится к 0 


при А > оо. (Точка & фиксирована раз и навсегда.) 


этой полуокружности не превосходит та 9ғ 
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#+1А 
Таким образом, предел интеграла [ равен пределу интеграла по кон- 
Е-іА 
туру Г, образованному отрезком и | Подуокружерстью: 
е?! . Вс 
= = Е | іт Гаа (М, 2; 52) 


Этот интеграл равен вычету подинтегральной функции в точке р = 0, умно- 
женному на 2х. В окрестности точки р == 0 справедливо разложение 
е? 


а= .... (М1, 2; 53) 


Поэтому вычет функции е?/р? в точке р — 0 равен Ё и (2) = при ѓ ^0). 

(Для того чтобы интеграл по полуокружности радиуса А с центром 
в точке ё стремился к нулю при ѓ# < 0, эту полуокружность следует выбирать 
справа от прямой. Однако в этом случае внутри контура Г нет особенностей 


подинтегральной функции. Поэтому 70 == т [= 
А» оо 
г 
Окончательно: 


(0 ә оғ при #> 0. (УІ, 2; 54) 


Впрочем, эту формулу мы уже знаем. 
Формула (МІ, 2; 50) дает в качестве оригинала для 7 (р) == 1 производную 


а \? А 
(2) оода, (М, 2; 55) 
откула получаем соответствие 
д1, 
которое согласуется с тем, что мы уже знаем. 
Этот результат, конечно, нельзя было бы получить, используя непосред: 


ственно интеграл типа (МІ, 2; 35), поскольку речь здесь идет не о функции 
Ј (2), определенной при всех Ё, а о некотором распределении. 


$ 3. Приложения преобразования Лапласа. 
Символическое исчисление 


Существуют многочисленные таблицы оригиналов и изображений по 
Лапласу. Использование этих таблиц в ту или другую сторону позволяет? 
решать многие задачи благодаря превращению свертки в умножение. Со. 
вокупность этих операций носит название символического исчисления. 
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Приведем некоторые примеры. 
1) Пусть надо вычислить свертку 


=РУЮЛОхУОЛО. 


Имеем У(ЮЛ(В5 ШУ р? 4 Т [формула (МІ, 2; 14). 
Поэтому изображением { является функция УЕГУЕЕЕ т: 
а ў, стало быть, служит ее оригиналом. Поэтому / (7) = У (Ў) ѕіпѓ [формула 
(МТ, 2; 13)]. 
Итак, 
Ү() ЛО) У() (7) —– У (ғ) ѕіпё, (№1, 3; 1) 
или, при Ё > 0, 


$ 
Јл (т) (Ё — т) йт = іп. (МІ, 3; 2) 
0 


При # < 0 это рассуждение не дает ничего интересного, поскольку все рас- 
сматривасмые функциии равны нулю. Однако формула (МІ, 3; 2) остается 
справедливой и при # < 0; чтобы убедиться в этом, достаточно сделать замену 


‘переменного < = — 0 и использовать четность функции Л, и нечетность синуса. 
2) Пусть падо решить некоторое уравнение в свертках: 
ГА ГА 
Ах Х = В, А6 9.,, ВЕЯ., (МІ, 3; 3) 


где А — известный коэффициент, В — данная правая часть, а Х — неизвестное. 

(Известно, что к этому типу уравнений относятся дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами и многие интегральные или инте- 
гродифференциальные уравнения; электрические цепи дают многочисленные 
примеры уравнений в свертках.) 

Предположим, что распределения А и В имеют изображения по Лапласу 
(р) и @®(р). Если в алгебре $. существует решение и если оно имеет 
изображение по Лапласу (р), то 


(р) 40р) = ® (р), (МІ. 3; 4) 
откуда 
20р) = 09). (М1, 3:5) 


Чтобы получить Х, остается найти оригинал функции Ф (р)/ (р). Если 
хотя бы одно из двух распределений А или В не имеет изображения по 
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Лапласу (т. е. абсцисса определения == -- оо!)), то этот метод не применим. 
Если оба они имеют изображения, но частное #2 (р)/Ж (р) не является пре - 
образованием Лапласа, то этот метод ничего более не дает. Он показывает 
только, что не существует решения Х, которое имело бы изображение но 
Лапласу, однако может существовать решение, не имеющее изображения по 
Лапласу (абсцисса определения = +|- оо). 

Если же, наконец, оба распределения А и В имеюг изображения но 
Лапласу и если частное Я (р)/ Я (р) имеет оригинал Х, то этот оригинал Х 
является решением, и притом единственным, поскольку известно, что уравне• 


ГА 
ние в свертках в алгебре .%; никогда не имеет более одного решения (см, 
гл. Ш, $ 2, п. 3). 


В частности, если распределение А имезт изображение, то элементарное 
решение, т. е. элемент А”, обратный элементу А в сверточной алгебре Ф, 
является оригиналом для функции 1/4 (р). 

_ 1 

Например, пусть надо найти А7! для А-У(Ю Л (В. Здесь (р) = === 

у био У! 
[см. формулу (МІ, 2; 14)] и, значит, 


и ВА 
Я = Ур?- 1. (МІ. 3; 6) 


Эта функция голоморфна ири ё > 0 и мажорируется по модулю полиномом 
от {р| степени 1. Поэтому она является преобразованием Лапласа. Ее ориги-- 
нал находится сразу же, ибо 


т РТ, 
Тут 
откуда 
Е= (чт + 1) ү (ЭЛ (0, (М, 3; 7} 
ИЛИ 
Е= (0° 4-6) + (0), (0). 


Впрочем, равенство Е « У (Р) Л (№ = легко проверить. Оно переписывается 
в виде 


(07 4-0) (Л) ж У(0 00) = 8 
и затем, если учесть соотношение (МІ, 3; 1), в виде 
(+ ж У (Р) віп = ё. 


') Под абсциссой определения автор понимает, по-видимому, минимальное число а, 


такое, что при $ > а распределение е-“ Т принадлежит $”. Преобразование Лапласа 
Т (р) определено при $ > а. — Прим. перев. 
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Последняя формула хорошо известна. Из дифференциального уравнения для Л 
с обычными производными 


АУЛА =о (МІ, 3; 8) 

получаем 
д+л=—тлю= 10. (МІ, 3; 9) 
{эта функция регулярна в начале координат, ибо Л содержит Е в качестве 


множителя). 
Но в окрестности точки ѓ = 0 








поэтому 


(ИЮЛ = (0л (0-2, 


откуда 





Е= (41) иелер0 и. (м,3;10) 


Вместо того чтобы проделывать эту выкладку, следовало бы найти этот 
результат в таблицах. К несчастью, большинство таблиц содержит оригиналы, 
которые являются функциями, и не содгржит оригиналов, которые являлись бы 
распределениями. 

Из соотношений Ех У (Л (0) = ? и (МІ, 3; 10) получаем равенство 





уло уо. (М1, 3; 11) 
Это равенство записывается в виде 
(ол (ху Бул 5 (МІ, 3; 12) 
и затем, если учесть, что л=— Д, в виде 
улху. 9 УЛ. (МІ, 3; 13) 
Эту формулу можно легко проверить с помощью таблиц, ибо 
Ут. 
у Бүрт р. (М1; 3; 14) 


Ир 1— р 
УЛ” —-. 
Фа ИР-1 ) 
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При {> 0 она приводит к равенству 


[Эла —94= (В (МІ, 3; 15) 
0 
(которое, как показывает замена переменных т = — 6, справедливо и при <, ()). 
Формула (УТ, 3; 10) позволяет решить интегральное уравнение 


ГА 
Јоле 9) 60, #>0 (№1, 3; 16) 
0 


(где 2 — данная правая часть, ў — неизвестное решение). Решением служит 


ГА 20-9 


по Гаю 9 9 ае =’ (М1, 3; 17) 


при условии, что 2” является функцией. Если 2” — распределение, то и 
решение будет не функцией, а распределением. 

Мы видим, что потеря члена 5’ в формуле (МІ, 3; 10) привела бы 
к грубым ошибкам. Приведенные формулы показывают, насколько преобра“ 
зование Лапласа полезно в различных задачах со свертками в алгебре 9, 

Важное замечание. В таблицах преобразований Лапласа неянио 
подразумевается, что функции Ј (ѓ) равны нулю при Ё< 0. Значения этих 
фупкций приводятся только при ѓ> 0, а множитель У(Ё) не пишется. Это 


обстоятельство может привести к серьезным ошибкам, если не обращать 
на пего внимания. 


Например, в таблицах преобразований Лапласа приводится соотношение 


15, (УТ, 3; 18) 


которое после лифференцирования лает абсурдный результат 
051. (№1, 3; 19) 
В действительности равенство (МІ, 3; 18) означает, что 


Ь; 


үд, (мІ, 3; 20) 


ато при дифференцировании дает правильный результат 


851. (МІ, 3; 21} 
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1 
У+— 
Упражнение. Пусть надо вычислить оригинал функции 1/(р?-- 1) 2, 


Кер>0, у> — ., а именно оригинал той ее непрерывной ветви, которая 


принимает вещественные положительные значения при вещественных поло- 


жительных р. (Экзаменационные испытания. июнь, 1955.) 
Известно, что 


Ү(0 ей ие" 


У(рей 


і -( 1 у 
Г (+ 5) Р+! 
Поэтому искомый оригинал Н, (#) является сверткой 
1 1 
р в 
үү %* У Фе үү, 
г (+5) (+5) 
У (2) 
1 х 
(20+ 2)) # 
Положим т = іи, тогда 


1 1 
н (9= _Уфег _ ец? е-2ии ( (1 — шуа? ац. 
(00+) Г. 


Н,(=У(е! 
ИЛИ 


Н, = 


Этот интеграл напоминает интеграл, дающий функции Бесселя: 


оуу 1 т 
л0=— Ге а — 98} 72 до. 
"г (5+5) л 


. 


г 1 
. , У 
5 Гетеа х) 2.2 2 л. 


(м, 3; 22) 


(МІ, 3; 23) 


(УІ, 3; 24) 


(УТ, 3; 25} 


(МІ, 3; 26) 


(МІ, 3; 27) 


Чтобы перейти от й(1 — й) к 1 — 42, достаточно положить и == (© 1 002 


Тогда 


1 1 
ПУХ А У - = 
Н, = Ое Дега = = 2 ао 


пара) 


(МІ, 3; 28) 
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1 
_ у +5 
н УИ" (+ 002(=-т) °. 3:29) 
г ( 1 ) 2 р 1 

“+ 9 

Замечания. 1) При у = 0 снова получаем соотношение 
1 
ү ——ь 
АУ 
2) При у= = известно, что оригиналом для 

{Формула (МІ, 2; 13).] Это согласуется с формулой 


Ју (0) = у 2 $ Ё. 
2 . 


1 1 ү+5 

3) Когда у стремится к —5, функция (=) 2 стремится к 1, 
оставаясь равномерно ограниченной при Вер > => 0. 

Было бы легко получить отсюда со всей строгостью, что Н, (Ў) стре- 
мится к ?. Покажем это непосредственно. 

Известно, что функция Ј, (#) остается ограниченной при 0 <= # $ 


1 
«< А < оо, а поскольку г(-5) —> оо, отсюда вытекает, что Н,(Р) равно“ 


. 1 

мерно стремится к 0 при 0 < 7 <? < А < оо, когда у-> — 5. 

Кроме того, при достаточно малом ў функция /,(ЁР) остается неотрица* 
тельной в интервале 0 < #.< з. Поэтому лостаточно показать, что . 


(УТ, 3; 30) 


1 
ЕТ служит У (2) 51, 


Јн. а-1. когда У>—5. (МІ, 3; 31) 
0 


Пользуясь разложением функции /,(#) в ряд. можно написать для нев 
в интервале (0, %) равенство 


ү 1 а 
у, (2) ( 9 ) Г (У - 1) | Е (у, Ё), (МІ, 3; 32) 
где |е(&, \)| С АЁТ". | 


т 


1 
Тогла интеграл [гс У) Ё остается ограниченным при у — ту. 
0 . 


1 
а поскольку г(5- >), соответствующий член в интеграле от Н,(#) 
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стремится к нулю. Таким образом, остается предел 





т _ т 
іт ‚ Гн, (= ит т / ($) (МІ, 3; 33) 
5-18 ЕЕ) гера 
Но 
гу 0 1(5) = И, 
1 
2у 2-1 
5) а 1 1 
н. 1 1 
| +5 
Окончательно получаем 
іт рн. (#) = 1. (МІ. 3: 34) 
›>-50 
Ч. ит. д. 
ы УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ МІ 


Упражнение М1-1. Пусть а и б — два положительных числа. Пусть 
Р(р)— изображение по Лапласу некоторой функции / (#). Каково изобра- 
жение по Лапласу функции 


(а — 6) при Ё> 0а, 
8 = 0 при Ё< б/а. 


Упражнение М1-2. Пусть функция }() имеет изображением по Лапласу 
функцию Р(р). Каковы изображения по Лапласу функций 


еу (0); Го соз г 50И) годах; 


эт (2 У #х) сп (2И 25) 
ГОТ лодак Г озах 


Упражнения от 


Роп (2 У) 
[ у 09 ах. 


0 


Упражнгние УГ-3. Выразить через изображение по Лапласу Ё(р) 
функции /(Р) изображения по Лапласу следующих функций: 


оо Е 
Га Уз) одах и [л ух) а», 
0 0 
где Л, — функция Бесселя порядка 0. 


Упражнение У[-4. Пусть функция ў (#) равна нулю при # < 0 и перио• 
дична с периодом Т при ѓ > 0. Показать, что ее изображение пә Лапласу 
дается формулой 


Т 
Р) = ДОГ 
0 


Применение, Найти изображение по Лапласу функции, равной нулю 
при # < 0 и равной |ѕіпі| при # > 0. 


Упражнение М1-5. Пусть Ј(#) — функция, равная нулю при #< 0 и 
имеющая изображение по Лапласу Р (р). 
1°. Каковы изображения по Ланласу функций 


| 
(2). а>0: 0+. 
2°. Положим 
при #<0, 
при и<#<пУ4 1; п целое 2-0. 


Вычислить непосрелственио преобразование Лапласа Ё, (#) функции До (К. 
Получить отсюда изображения функций (а) и (0-1. 
3°. Вычислить свертки 


бж хр (а); 0 (700) 4-1). 


Выразить в каждом из этих случаев изображение свертки через соот 


ветственно изображения Ру(р), Р; (р) и Р.(р) функций /,(#), Ко (а) и 
Јо) 4-1. Получить снова результаты п. 2°, 


0 
о = п 
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Упражнение У[-6. Пусть а > 0. Пусть функция Х(Р) равна нулю 
при # < 0, а при #7 0 равна 


і ап, когда 40а <? < (40 4-1) а, 


а 

| = Бап +2, когда (40 4-1) а <#< (41 +3) а, 

| 0. когда (41-2) а <{/ < (40 4 4) а; 
п=0, 1.2, .... 


1°. Найти непосредственно изображение по Лапласу Р(р) функции 7 (2). 
2°. Вычислить ёх / (2). 


. 3°. Выразить изображение свертки через Ё (р). Получить снова зна- 
чение Ё (р), найденное в п. 2°. 


Упражнение 1-7. Вычислить изображение по Лапласу функции } (2), 
равиой нулю при Ё < 0, а при # > 0 равной 
271, когда и<#<п--1, п=0, 1, 2, 


Найти распределение Х Є. 9:,, которое служит решением уравнения 
. оо А ^ 
Ы п 
Х« (= 2, 2" ёлу 
И= 


Упражнение \У!-8. Решить в алгебре 5. систему уравиений в свертках 
Ү(х)е-хж Ху + У(Х) (х) ж А =— Ү(х) (ѕіп х 4-соѕ х) 4-?, 
Ү(х) (х) ХХ. 21Ү (хех 0, — 20. 

Упражнение У1-9. Условимся раз и навсегда, что все функции от ѓ, 
участвующие в этой задаче, равны нулю при # < 0. 

Г. Функцией с периодическими итерациями порядка 2 называется функ- 
ция 9(р), которая удовлетворяет уравнению 

Ф149 (0)1 = р при любом р. (1) 
а) Дать примеры подобных функций. 


Ь) Пусть ў (р) — одно из решений уравнения (1). Показать, что функция 


Ф [1 [Ф(Р)]| также будет решением при любой обратимой. функции Фф 
с обратной Ф-1, . . 


П. Рассмотрим интегральное уравнение 


еъ | Ка, хәо)ах= 80) (2) 
0 . А 
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где / (2) — неизвестная функция, а ядро К разлагается в ряд 


К (х. = У == ха (р) 6 (0), 


п=0 


где Ё" (Ў) определяется равенством 
ООО 


Ряд, определяющий К (х, #), равномерно сходится при всех значениях Х 
и Ё на полупрямой [0, ос]. 

а) Показать, что преобразование Лапласа сводит решение уравнения (2) 
к решению функционального уравнения, имеющего вид 


Ф(р) + ^в (р) Ф [9 (р) = 0 (р), (3) 


с неизвестной функцией Ф (р). 
Ъ) Решить уравнение (3), когда (р) имеет периодические операции по« 


рядка 2. [можно показать, что этот случай будет иметь место, когда 


соѕ2 И 


КЁ х) = х 2127, (2 Ух) с Беу —1, когда К (Ё, х) = ут " когда 


с) Пользуясь этим. привести решение уравнения (2) к виду 


О) = В + ео [ка овоо). 
0 
где функция / (#) удовлетворяет уравнению 
уоп зува уке х)а(х)ах = д. 
0 

Ш. Решить уравнение 

о» Г Их уб) оа #0 
а) при № + 1, | | | 


Ь) при ^=Т. 


18 Л. Шварц 
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[Можно показать, что общее решение нкционального авнения $) = 
1 1 Р 1 1 УР 
= / ($) имеет вид Ў (8) = В (9) = А (>). где й — произвольная функ- 
ГА 


ция. Отсюда можно найти вид, который должна иметь функция &(Ё) для 
того, чтобы уравнение (2) имело в этом случае решение, и вид этого 
решения. ] 

с) При = — 1. 


ІУ. а) Показать, что если функция о(р) из уравнения (3) удовлетворяет 
соотношению 


о(р)р(Ф (0) = 1, (4) 
то ядро А (#, х) является обратным самому себе, т. е. равенство 


0 | К(Ё, х)в(х)ӣх 
о 
эквивалентно равенству 


к0= | К(Ё, ХВ (ах. 
о 


Ъ) Показать, что в этом случае значения А = =] являются собственными 
для уравнения (2). 

с) При \ = -|- 1 уравнение (2) имеет решение, только если фупкция 0 (р) 
служит решением некоторого уравнения (которое можно преобразовать в 


уравнение относительно = (#Ё)). Получить отсюда решепия уравнения (2) в 
этом случае. 


Упражнение М1-10. (Париж, 1958.) Г. Пусть функция Г определена 
бесконечным произведением 


1 __ 12 га. ‚© -2 І | 
г Це). о 
где ү — постоянная Эйлера, равная пределу іт (1 +14 ... +116 т). 

т => со 2 т 


Предлагается получить формулу Стирлинга при помощи преобразования Лап- 
ласа. Положим | 








Г” 
ф(2) = Т 9 , 


Используя произведение (1), разложить функции ф(2) и Ф (2) в ряды; вы- 
числить ф (т) при целом т 21 и предел іт (у (т) — вт). 
т-у оо 
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Первый вопрос. 


Вспомнить, без доказательства, изображение по Лапласу функции 
і 


(т, а > 0, где ҮУ(#) — функция Хевисайда. Пусть (2) — функция, 
которая равна нулю при Ё < 0, непрерывна и ограничена при # >> 0 и имеет 
в окрестности точки Ё = 0 асимптотическое разложение 


00) = а -ай+ае- ... (2) 


#-+ 
пря 2 > 0. [Под этим понимают, что разность / (7) — 2, — 6 — ... — 2,1 
при положительных и достаточно малых Ё мажорируется по модулю вели- 


ЧИНОЙ А, с подходящим А, >> 0; здесь ё > 1.] Показать, что се изображение 
по Лапласу Ё (р) имеет асимптотическое разложение по степеням 1/р 


Кри... (3) 


при вещественном р >» оо, и Определить коэффициенты этого разложения, 
Рассмотреть, в частности, функцию 





А 1] 1] 1] 
От [и "+5: |: (4) 


Показать, что она имеет асимптотическое разложение типа (2). Вычислить 


а) и а и получить отсюда коэффициенты Ёё) и В; разложения типа (3) 
для Р(р). 


Второй вопрос. 

Пусть 2 (В) — функция, имеющая изображением по Лапласу функцию 0 (р). 
Каково изображение по Лапласу функции (ей — 1) 2 (#)? 

Рассмотреть, в частности, функцию 





і . 
еі — 1 


(0) = Ү(0) (5) 


Показать, что О (р) удовлетворяет простому функциональному уравнению, 
Используя это уравнение и поведение О (р) на бесконечности, вычислить @ (р), 
выразив ее через $’. Рассмотреть, наконец, функцию 7 (#), ‘определенную 
равенством (4). 

Пользуясь изображением по Лапласу функции Ё2/ (7) и тем, что 
Е'(р) > 0. когда р стремится к бесконечности по вещественной оси, вычи- 
слить функцию Р(р) с точностью до аддитивной постоянной. 


18* 
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Третий вопрос. 

Показать, что результаты второго пункта и асимптотическое разложе- 
ние (3) позволяют получить (при вещественном р >» ос) формулу Стир- 
линга типа 


рі= рег Урс(1 654...) (6) 


где С — неизвестная постоянная, а стоящий в скобках ряд — асимптотическое 
разложение по степеням 1/р. Вычислить Су и С. 

П. Все величины в приведенных выше формулах уже известны, за 
исключением постоянной ү 2т в формуле Стирлинга. 

Найти изображение по Фурье функции 











у к ха-пВ 
хе о. 
СЧ СЕЧУ: (0 

Написать формулу Парсеваля и независимо вычислить в ней правую 
и левую части. [льн вычислении интеграла [ 4% положить 

5 (1+2) 
„ о Ы 

и = ү 5. Вывести отсюда замечательное соотношение между г(5). 
Г (2) и Г (а). (Формула Лежандра — Гаусса.) 


Показать; что если формула Стирлинга известна без постоянной У?т, 
то формула Лежандра — Гаусса позволяет найти эту постоянную. 


ГЛАВА МП 


ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ 
И УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 


$ 1. Уравнение колебаний струны 


1, Физические задачи, подчиняющиеся урав- 

Поперечные нению колебаний струны. Мы хотим изучить 
колебания малые поперечные колебания однородной натянутой 
натянутой струны струны АВ, имеющей длину Ё и и постоянное попереч» 


ное сечение су. Направим ось 0х но АВ, точку 0) 
поместим в точку А. Точка струны .с абсциссой х (0 = х < Ё) может вме. 
щаться перпендикулярно к струне, с течением времени ее х координаты уи # 
будут колебаться около значения 0. 


>» 
Обозначим буквой и вектор в плоскости УО= с координатами у, #2. 


> > 
Тогда и будет вектор-функцией времени #, колеблющейся около 0. Но эта 
функция, которая определяет смещение точки с абсциссой х, является также 


функцией х; итак, р является векгор-функцией и (х, #) переменных х и Ё, 
которую мы собираемся определить. 

Пусть Т -- натяжение струны в точке М с абсциссой х в момент вре- 
мени #. 

Мы разумеем под этим, что силы, с которыми участок струны МВ 
действует на участок АМ, можно заменить единственной силой величины Т’, 
приложенной к точке М и направленной по ориентированной касательной 

— 


к дуге МВ. 

Согласно принципу действия и противодействия, участок струны АМ 
действует на участок МВ с силой, в точности противоноложной предылущей 
силе. Мы видим, что натяжение Т остается близким к некоторому ередиему 
натяжению Т, не зависящему от х ‘и Ё поскольку деформации струны 
мы считаем малыми по сравнению с ее длиной. 

Действием тяжести на струну мы пренебрегаем; к тому же мы ие на: 
кладываем никаких условий на положение равновесия струны по отиониению 
к вертикали; если хотят принять это во внимание, то ищут положение равио* 
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весия струны в поле тяготения (или в любом другом заданном неизменном 
поле), положение, близкое к отрезку прямой, если струна мало деформируема 


и сильно натянута; функция М будет тогда смещением, поперечным к этому 
положению равновесия. 

Обозначим через р линейную плотность струны в точке х в момент 
времени #, т“ е. массу струны, приходящуюся на единицу длины, иначе говоря, 
предел отношения Ат/Ах при Ах ->» 0, где Ат — масса участка струны 
(х.х |- Ах). Поскольку деформации струны мы считаем малыми, плотность р 
остается близкой к некоторой величине ру, зависящей только от х. Но 
поскольку мы предположили, что струна однородна, величина ру не зависит 
и от х. Впрочем, практически легко реализовать случай, когда ру непрерывно 
изменяется вместе с х, ибо р, = сое, где в, — Обычная плотность (масса на 
единицу объема), а с, — поперечное сечение струны в точке х (предпола- 
гаемое малым); струна, изготовленная из однородного вещества, но с перемен- 
ным поперечным сечением в, будет обладать линейной плотностью ру, изме- 
няющейся вместе с х. 


>» 
Уравнение, которому должна удовлетворять функция р (х,Ё), получится, 
если для каждого элементарного участка струны (ММ), (х,х Ах) написать 


основное уравнение движения Е т. Если стремиться к полной строгости, 
то для каждого участка струпы (х;, х2) следует приравнять результирующую 


системы сил Р результирующей системы векторов тї, а пару системы сил 
> 


Е паре системы векторов тү. При этом вместо элементарных величин, 
пропорциональных Ах, возникли бы интегралы по @х. 

Мы булем придерживаться элементарного метода, скорее интуитивного, 
чем строгого. Можно проверить, что равенство пар выполняется автомати- 
чески, в силу предположения, что натяжение струны направлено по касатель- 
ной к струне..Мы будем пренебрегать всеми величинами порядка (Ах)? по 
сравнению с Ах, поскольку Ах бесконечно мало. 

Мы предположим, что смещения струны малы. Уточним, что это озна- 
чает. Если не сделать предположения этого рода, то возникающее дифферен- 
циальное уравнение оказывается очень сложным (в частности, оно оказывается 
нелинейным). Если же ограничиться только некоторым приближением к этому 
уравнению, т. е. если искать только приближенные решения поставленной 
ди \2 ди д?и 
73 › Эх ` 9х и т. п. можно пре- 


пебречь, поскольку они „второго порядка малости“ по сравнению с членами 
2 


физической задачи, то членами вида ( 





а ди т в в УП, 1; 8. 
„первого порядка“, такими, как ==. При этом возникает уравнение (УП, 1; 8', 
которое легко поддается исследованию. 
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2 

Чем меньше величины 9и. ои. тем меньше допущенная при этом отно» 
сительная погрешность. Впрочем, можно оценить погрешность (иапример, 
погрешность в вычислении частот), которую мы совершаем при замене точного 
уравнения приближенным уравнением (УП, 1; 8). Например, для скрицичной 
струны можио установить, является ли такая погрешность приемлемой ири 
обычных амплитудах колебания этсй струны; если погрешность неприемлема, 
то необходимо вычислить поправочиый член. Это та же самая ситуация, что 
и в случае колебаний маятника. Точное уравнение колебаний маятника имеет 
вид 0”-1--(2/1) 510 == 0. При малых колебаниях вблизи положения равновесия 
0 == 0 это уравнение можно заменить уравнением 0” -—- (2/1) 8 = 0, которое 
приводит к периоду колебаний Ту, равному түе. 

Этот период является не чем иным, как пределом истинного нериода 
колебаний, когда амплитуда колебаний а стремится к нулю. Чем меныие 
амплитуда а данных колебаний, тем меньше будет относительная погрешность, 
возникающая при замене истинного периода 7 периодом Ту. Если эта погреш- 


ность неприемлема, то нужно добавить поправочный член; известно, что этот 
2 


а 
член равен Тут. Может оказаться, что и эта поправка неудовлетворительня! 


истинный период Т является трансцендентной функцией от а, выражающейся 
через эллиптический интеграл: 


а 
_ ит [ ад 
= г — о. 
тү? 8: Исоз 8 — соѕ а 
В задаче о колебаниях струны положение вещей еще более сложное, 


поэтому мы ограничимся случаем бескопечно малых колебаний. Величини, 


ди 
которые должны быть малы, суть 5х (безразмерная величина, дающая наклон 


д?и _ 
струны) и 55 (величина размерности /7). При этих условиях можно сделать 
следующие заключения: 


> 
1) Вектор тү лежит в плоскости УО2 и равен 
> 
> д?и 


(действительно, масса рассматриваемого элемента струны неизменна при дви» 
жении и равна рАх в состоянии равновесия). 

2) Сила, с которой участок струны М'В действует на точку М”, равна 
Т(х Ах); ес составляющая по оси Ох равна Т (х -- Ах) соѕа, а ее соста 


> > 
вляющая в плоскости уО2 равна 79, где 0 — компонента в нлоскости уО# 
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— 


единичного вектора касательной к струне в точке М”, ориентированной 
в направлении АВ. Сила, с которой участок струны АМ действует на точку 
М, записывается аналогично ` с заменой абсциссы х +- Ах на х и с измене- 
нием направления касательной на противоположное. 


Если пренебречь членами (Ах)?, то сумму этих двух сил можно запи- 
сать так: 


д 
эх (соза) 5х — составляющая по оси Ох, 


д 


> (УП, 1; 2) 
5 (7 ) Ах — составляющая в плоскости УО2. 


Основное уравнение движения в проекции на оси Ох приводит к равенству 


5 (Гсоз а) = 0.. (МІ, 1; 3) 


Если пренебречь разностью с0$х — 1 и ее производной по х, которые явля- 
ются бесконечно малыми второго порядка, то это равенство сведется 
к равенству 


т 
5: =9. (МИ, 1; 4} 


Если учесть, что Т считается близким к Ту, то последнее равенство вэз- 





можно только благодаря нашему предположению, что 27а = 0, т, е. что Гу 
не зависит от х. 

Таким образом, в любой момент времени # натяжение струны должно 
быть одним и тем же по всей ее длине; следовательно, оно должно быть 
некоторой функцией 7(#) времени #, колеблющейся около То. Без допол- 
нительных механических предположений эту функцию вычислить нельзя; ниже 
мы увидим (см. (УП, 1; 25)], что следует положить 


- Т = Т, (МПІ, 1; 5) 


для того чтобы избежать продольных колебаний. 
Уравнение движения в проекции на плоскость уО2 приводит к уравпению 


>» 
д?и д > . 6 
отр == 55 (79). (УИ, 1; 6) 
115 > ау 42 
Координаты вектора 0 по осям Оу и Ог равны $ и 5 Поскольку угол 
ах ау а2 
касательной с осью Ох мал, величина 17 близка к 1, а величины ==, == 
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а 42 > 
эквивалентны величинам 5х, 4х, следовательно, вектор 0 эквивалентен век - 
> 


тору 5х: Если учесть равенство (УП, 1; 5), то уравнение (УП, 1; 6) сведется 
теперь к уравнению | 
ди даг 


о = Т.и. (УИ, 1;7) 


Мы предположили, что плотность ру не зависит от х (струна однородна); 
уравнение (УП, 1; 7) можно переписать в виде 


„> > 
21 дш ди. (УИ, 1; 8) 
о? ДР дх? 
с постоянной ©, которая имеет размерность скорости 
— 9 15 
0 = у 2 ‚ размерность 0 == Кии), (УП, 1; 9) 
фо (тт) 


Как мы увидим в дальнейшем, величину © можно назвать скоростью 
распространения поперечных волн в струне. Можно использовать также 
натяжение, приходящееся на единицу сечения То = Т, поскольку 


Во — 9.5%, имеем 
Т, Ту 
0 И = И >. (УП, 1; 10) 


Уравнение (УП, 1; 8) называется уравнением колебаний струны. Если 
спроектировать его на оси Оу и О2, то получатся два одинаковых уравие- 
ния для функций у(х, В и 2(х, Ё] 





1 0? ду 1 022 _ д?г 
яв а ӘР аас мии) 


Ах 
Заметим, что длина участка струны Ах равна <оза; если, как и ранее, пре- 


небречь а?, то эта длина будет оставаться приближенно равной Ах — длина 
в состоянии покоя, поэтому плотность р не меняется, она остается равной фу 
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{с точностью до бесконечно малых второго порядка). В конечном итоге три 
> 
уравнения этой задачи для трех неизвестных и, Г, р полностью разделяются: 








1 08 дш ДТ 

и Ув МИ, 1: 12 
т, (УШ, 1:12) 
0 == ре. 


Второе и третье из них уже решены; требуется решить только первое. 
Мы рассмотрим теперь однородный металлический 
прут АВ длины Ё с постоянным поперечным сече- 
нием су и изучим его продоленые колебания. 
Пусть х — абсцисса точки М стержня в состоянии покоя (0сь Ох на- 


Продольные 
колебания стержня 


шқ 
правлена по АВ, точка О помещена в точку А). В процессе колебаний эта 
точка будет смещаться в продольном направлении. Обозначим буквой 4 ее 
смещение и = ММ’ == ОМ — ОМ, где М’ — положение точки М в момент 
времени #. Здесь снова и является функцией от х и К которую мы должны 
определить. . 

Пусть снова Т — натяжение стержия в точке х в момент времени Ё, 
определяемое как при поперечных колебаниях струны. Однако здесь имеется 
серьезное отличие от предыдущего случая. Гибкая струна может быть рас- 
тянута только с помощью достаточно сильного среднего натяжения Гу >> 0; 
стержень АВ, напротив, может и ие быть растянутым (Ту == 0; натяжение 
стержня называется также напряжепием), стержень может быть даже сжат 
{То < 0). Изменения натяжения представляют собой реакцию стержня против 
усилий, стремящихся измепить его форму путем растяжения или сжатия. Мы 
примем следующий закон, называемый основным законом упругости: удли- 
непие 8/ ={— [, участка стержня длины [, находящегося под средним натя- 
жением Ту, приводит к изменению патяжения 57 —=Т —Т., которое удовлет- 
воряет соотношению - А 

5 5 

= Вр} (УИ, 1; 13) 
здесь в, — поперечное сечение, а Е, — модуль Юнга, или модуль упругости 
при натяжении Ту. (Модуль Юнга Е, песколько изменяется при изменении 7; 
когда Г== 0, величина Е, будет модулем Юнга в ненапряженном состоянии.) 


Этот закон, разумеется, верен только при достаточно малых относитель- 


~ 


0 А 
ных удлинениях т. 
о 
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Таким образом. сначала надо вычислить относительное удлинение А == №//, 
в каждой точке стержня. Участок (х, х-- Ах) длины / в состоянии покоя 
будет занимать в момент времени Ё положение 


(Хх и(х, В, х+ Ах-фри(х- Ах, В). 
Его длина из [== Ах превратится в 101 Ах 08 Ах, а отпоси 


тельное удлинепие будет равным 
мМ ди 


=. (УП, 1; 14) 
0 
(Условие малости 5 по сравнению с & означает, что производная да. должна 


быть малой.) Согласпо закону упругости, натяжение в точке х в момепт вре 
мени & должно удовлетворять уравнению 


т ТЕ, 98. (МІ, 1; 18) 


Пусть снова р — линейная плотность стержня, близкая к р, — линейной 


плотности в состоянии равповесия при натяжении Т.. 
> > 
Напишем основное уравнение движения / == тү для элемеита (х. х + Ах) 


в проекции на ось Ох (другие уравнения не нужны, поскольку движение 


продольное): 


2 
22 ах 01 ду, (МШ, 1; 16) 


отсюда, если учесть соотношение (УП, 1; 15), получаем уравпение 
090 952 (УП, 1; 17) 
Это уравнение совпадает с уравнением колебаний струны (УП, 1; 8) (скаляр: 
ным, не векторным), со скоростью распространения 
Ро ру № 


Ро 0 





== (МП, 1; 18) 


Модуль Юнга играет ту же роль, что и Т, — натяжение на единицу сечения 
при поперечных колебаниях струны. К тому же величина Е, имеет размер- 
ность величины 5Т/в, [см. (УП, 1; 13)], т. е. размерность натяжения на еда- 
ницу сечения. Опишем основное различие между поперечными и продольными 
колебаниями. В случае поперечных колебаний фигурирует величина 7, ~- 


среднее натяжение на единицу сечения. В случае продольных колебаний фи: 
гурирует величина Е, — коэффициент, который связывает относительное 
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1 ТТ 
удлинение \ == —— с приращением —— натяжения (на единицу сечения) 
0 0 


по сравнению с его средпим значением. Вот почему поперечные коле- 
бания гибкой струны могут наблюдаться только при Гу> 0, тогда как 
продольные колебания стержня могут происходить и при 7, .. 0. 

В качестве примера отметим, что модуль Юнга Е, для стали имеет по- 
рядок 20000 кг на мм?, что дает в единицах МТ скорость распространения 


0 = үу 2028981. 22 5000 м/сек. 
10-5 Ж 7,8 


Для плотности каждого элементарного частка /[, выполняется, согласно ее 
0. 
определению, равенство 


01 == ро (УП, 1; 19) 
(сохранение массы). Поэтому 
1—0. (МП, 1; 20) 
10 ро 
следовательно, 
& ди . 
р— ро бр == — рор == — А == — ро (МП, 1; 21) 
р р (1 — 55) и также о=0(1 —5%)- (УП, 1; 22) 


Окончательно уравнения задачи имеют вид 


1 д?и д?и и Есу Е, 
— ——— === ——— © == —— == — 
и? 0Р дх? ' ро 90 


Т=Т,4-Е,оу-0“, (МП, 1; 23) 


ди 
В 2 ро оду. | 
Сначала решают первое из этих уравнений (постоянные ру, ву и Ех известны). 
После этого два других уравнения оказываются решенными (если Гу также 


ди 
известно). Впрочем, можно заметить, что функция ‘= Также удовле- 


творяет уравнению колебаний струны [достаточно продифференцировать пер- 
вое из уравнений (УП, 1; 23) по х]. Следовательно, этому же уравнению 
удовлетворяют натяжение 7 и плотность р: 


1 ФТ дт 
02 012 9х? , 
в (УП, 1; 24) 


о? ОР — 9х ) 


{поскольку константы фо и Ту ему удовлетворяют). °. 
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Продольные колебания стержня представляют собой, по существу, явле- 
ние, которое называется распространением звука в стержне. Значения 
модуля Юнга Е дают скорость звука в различных твердых телах. 

Пусть мы имеем дело со стержнем, который может одновременно со. 
вершать продольные и поперечные колебания. Тогда эту задачу можно рас. 
смотреть в целом и в согласии с механическими предположениями, сделанными 
в двух отдельных задачах, получить систему уравнспий 








1 0% _ ди КУИ 
02 ӘР дж 2 ро’ 
1. д?ш __ 92% 0, — Ез, 
02 ОВ 0х’ Ч >, 
1 Ро (УП, 1; 26) 


> 
где и — поперечное, а 20 — продольное смещения. Система (УП, 1; 25) сводитей 
к системе (УП, 1; 23), если #—0, ик системе (УП, 1; 12), если ® =0. Мы 
видим, что продольных колебапий можно избежать только при Т =Ту. Пер: 
вые два уравнения решаются независимо друг от друга; они соответствуют 
весьма различным скоростям распространения 4, и х,. Третье и четвертое 
оказываются решенными после того, как решено второе. Известно, что про- 
дольные сейсмические волны распространяются с иной скоростью, чем ноне- 
речиые, хотя, конечно, распространение сейсмических волн пельзя в точности 
рассматривать как распространение воли в стержне, подчиняющееся при- 
веденным выше законам. 
Рассмотрим столб жидкости или газа, заключениый 
в трубу постоянной ширины, и изучим его прололь- 
ные колебания. При этих колебаниях каждый слой 
жидкости, заключенный между двумя близкими нор- 
мальными сечепиями, смещается как целое в продольном направлении. Жидкость 
нельзя считать несжимаемой, ибо при этом продольные колебания невозможни; 
впрочем, и в случае стержня мы должны были допустить малые дефер" 
мации. 

Коэффициент сжимаемости жидкости уу при среднем давлении р, > 0 
дает связь между изменением давления и относительным сжатием А —=8\И/\,; 


Продольные 
колебания столба 
жидкости или газа 


рр Ц 1 ЗУ УИ, 1; 26 
р № Хо У’ (00.1540) 
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Это уравнение соответствует уравнению состояния 


ру" = сопзі. (УП, 1; 27) 
Величина уу безразмерна. 


и 
Поскольку движение является продольным, относительное сжатие үт 
0 


М 

равно -7— . С другой стороны, давление есть величина, обратная по знаку 
0 

натяжению на единицу сечения: 


8 Т. —— Го. 
рю Т’ Ро — чо ° 
Таким образом, соотношение (УП, 1; 26) идентично соотношению (УП, 1; 13) с 
` Е, = Ро, (УП, 1; 28) 
Хо 


(При поперечных колебаниях гибкой струны Т, обязательно больше нуля; 
при продольных колебаниях стержня Г, могло иметь произвольный знак; 
здесь же ро >> 0 и, значит, Ту < 0.) 


В силу сказапного мы снова приходим к уравнениям типа (УП, 1; 23) 
с видоизмепениыми обозначениями: 


1 ди д?и Ро 
— 6 === — 0 == —, 
02 ОР Ох? › 0 


д 
р == р - 9х, (УП, 1; 29) 
ди 
р № — ох, | 


где и — продольное смещение. Как следствие мы получаем, что функции р 
и р также удовлетворяют уравнению колебаний струны. 
В случае столба газа мы имеем акустическую трубу. Процесс является 
здесь адиабатическим (ибо здесь колебания очень быстрые, несколько сот 
или тысяч колебаний в-секунду, так что они заведомо происходят без обмена 
теплом с внешней средой). Пусть 
—_ с) 
— , 


ри? = сопѕі, 1 с 


(УИ, 1; 30) 
откуда 


1 
= т, Е = үр. . 


С 
') Формула ү == —— означазт. что показатель ү есть отношение теплоемкости С 
при постоянном давлении к теплоемкости с при постоянном объеме. — //рим. перев. 


р 
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Таким образом, мы снова имеем соответствующие уравнения (УІ, 1; 29), где 








И 
о үу 120. (МП, 1; 31). 
е0 
Допустим, что газ является идеальным; тогда 
ро =-м То!) (УП, 1; 32) 
откуда 
0 = У Ат, (УІІ, 1; 339 


Скорость распространения звука в идеальном газе пропорциональна 
квадратному корню из абсолютной температуры. 


Упражнение. Вычислить скорость звука в воздухе. 


Пусть пас интересует температура газа Т в точке х в момент времени /. 
Дифференцируя равенство (УІІ, 1; 32), получаем 


Зр бю ВР, (МІ, 1; 34) 








или 
ди . 
Т=То (р ПТ (УП, 1; 35) 
Отсюда, окоичательно, получаем систему уравнений: 
1 ди _ ди КЕ тро _ и 1 
я дв = а 0 ү ты, И мА, 
ди 


0 = — ох, 


(УП, 1; 36) 


ди 
р = ро Трое, | 
әш. 
Т = Т(у = 07,9 } 


и как следствие находим, что функции о, ·р и Т также удовлетворяют урав- 
нению колебаний струны. 


*) Здесь А — универсальная газовая постоянная, М — масса грамм-молекулы газа, 
То — абсолютная температура. — Л рим. перев. 
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2. Решение уравнения колебаний струны методом распространяю- 
щихся волн; задачи Коши. Отныне мы пне будем заниматься той частной 
физической задачей, которая лежит в основе уравнения. Мы назовем урав- 
нением колебаний струны дифференциальное уравнение 


-1 0? д? 
ғ Эр – = 0 (МІ, 1; 37) 


с частными производпыми. Струна является неограниченной и занимает в со- 
стоянии покоя всю ось х; и — функция, определенная при всех значениях х и Ё. 


Чтобы найти общее решение этого дифференциального уравнения, сделаем 
замену переменных 








. х4 0 = Ё, х= +5 нн А 
или (УП, 1; 38) 
Х — ФР = Ё = 1 6—1 
=> 7, = 
Имеем 
0 д д 9? 0? д? д? 
бх = Е от’ 91КУЛа р о 2 ор То, | 
9 9 д 9? д 2 д? (УИ, 1; 89) 
——=% (= эт) откуда 0-6 — гаа 
ОЕ 9 дт” ді? ‚ 0:2 д 0% дч? 2” 
так что 
102 0 д2 А 
СЕТА 140) 
В новых переменных паше уравнение принимает вид 
д?и . 
эт =0. (МП, 54) 
Это уравнение решается сразу же: 
ЧЕ = Ў 0), - где / — произвольная функция, 
и = (0) 4 6 (97). где / — первообразная для /,, (МП, 1; 42) 
= — произвольная функция. 


Эта формула приводит к общему решению уравнения (УП, 1; 37): 
и(х, б) = (х + 9 + (х — 98, (УЦ, 1; 43, 


дз } и в — произвольные функции одного переменного. На самом деле 
эпитет „произвольные“ преувеличен. Эти функции должны быть дваждь 
непрерывно дифференцируемы, если мы хотим, чтобы метод замены перемен: 
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ных [см. (УИ, 1;39)] был обоснован; как бы то ни было, вторые произвол» 
ные функции и входят в уравнение (УП, 1; 37). 

Если же искать решения уравиения (УП, 1; 37) в смысле теории 
распределений, то приходится считать допустимыми функции ри 2 одного 
переменного, которые пе обязательно дифференцируемы, а всего лишь локально 
суммируемы, или даже являются распределениями от одного переменного, 

Найденное решение поддается замечательной физической трактонке. 

Функция типа (х — 0) принимает в точке х в момент времени # та 
значение, которое она принимает в точке х —9Ё в момент времени (), 
Функция 6 (х — 0) как функция от х, представляющая в момент времени # 
форму струны в целом, является сдвигом функции 6 (х) на отрезок | ФГ, 

Иными словами, функция а= р(х — ©) представляет собой неко. 
торую волну, распространяющуюся направо со скоростью 9. 1шпро» 
тив, функция и == }(х-- оѓ) представляет собой волну, распростриняю= 
щуюся налево со скоростью х. Здесь возможны любые волны, т. е, нсякое 
решение уравнения (УП, 1; 37) является суперпозицией двух произвольных 
воли, одна из которых распространяется налево, а другая — наприно ео 
скоростью 9. Вот почему © называется скоростью распространения волн. 
Понятно, что здесь нет никакого переноса материи со скоростью +. 

В случае поперечных колебаний струны функция и является поперечным 
смещением, а величина © - скоростью продольного распространения! Но 


даже в случае продольных колебаний нет никакой связи между 0 и скоростью 
ди 
смещения частиц материи == ; если в качестве решения мы возьмем, например, 


и = х — 9, то волна будет распространяться со скоростью -|- ©, тогда как 
ди 
скорость частиц материи == будет равна — о, 


5 я 
ді ^ у 
Если и= 0 (х — 01), то а. == — Фр! (х — Ё) — величина, зависящая от х и #. 


Задача Коши состоит в следуюшем: надо пайти 
Задача Коши решение уравнения колебаний струны, соответствую - 
щее данным начальпым условиям: 


и(х, 0) = и,(х) (форма струны в момент времени / = 0), \ 


а 
0 
ны в момент времени #—0). 


9х. 0) = ш, (х) (распределение скоростей — вдоль стру- | (УН, 1; 44) 


19 э. Шварц 
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Поскольку искомое решение имеет вид (УП, 1; 43), нам надо опреде! 
лить функции {и е так, чтобы удовлетворялись ааны, условия (УП, 1; 44). 
Это приводит к уравнениям 


по(х) = } (х) 4-6 (х), | И 
и; (х) = 0(77 (х) — 8" (5)). (ҮП, 1; 45} 

Интегрируя второе уравнение, получим 
Гаа 007 0) е0) С. (УИ, 1; 46) 


0 


Наличие этой константы С пе удивительно. В представлении (УП, 1; 43) 
функции и можно, не меняя решения, прибавить к / произвольную постоян- 
ную и вычесть эту же постоянную из =. При этом сумма Д-Р останется 
неизменной, а разность } — 2 изменится на произвольную постоянную. Каков 
бы ни был выбор постоянной С, решение и остается прежним. Решая первое 
из уравнений (УП, 1; 45) совместно с уравнением (УП, 1; 46), получим 


го)= ще | фа, | 
у (МП, 1;47) 


А ‚ 
1 1с 
8 (5) = 7 14009 — ЕЕЕ | 
0 і 
и затем найдем искомое решение и по формуле (УП, 1; 43): 
1 хъо - 
а(х. == [ше 99 шо (#— 90 [+ 55 [| ®аь (МП, 1;48 у 
х-0 


Мы видим, что задача Коши имеет одно и только одно решение. Тем 
пе менее, если мы хотим, чтобы это решение было дважды непрерывно 
дифферепцируемым, пам следует предположить, что функция и, дважды непре- 
рывно дифференцируема, а функция ш; один раз непрерывно дифференцируема, 
что на самом деле вполне естественно. 


Замечания. Сделаем некоторые замечания физического характера об 
этом решении. 
1у Значение фуикции и в точке х в момент времени Ё зависит только 


ди 
от значений из и и; функций и и—- 


52 В момент времени [=0 в точках ин- 
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В ТА 
тервала (х — 9, хо. Это согласуется с тем, что мы видели, когда 
рассматривали скорость распространения. Фактически в решение входят аиа" 


чения и, во всем интервале (х — 9, х-- 9) и значения и, только в концах 
этого интервала. 


2) Это явление лучше всего показать на чертеже. 
Возьмем точку с абсциссой х и ординатой #{ и предположим, что / 7» 0, 


1 
Проведем через точку (х, ѓ) полупрямые наклона = => › направлешые вии; 


они пересекут ось х в точках х — оѓ и х + оѓ. Область, заключешая между 
этими полупрямыми, называется волновым конусом прошлого для точки (х, Ё), 








Рис. УИ, 1. 


Если вместо того, чтобы решать задачу Коши для начального момента 


времени 0, мы решали бы ее для начального момента т, — оо т <, то 
решение имело бы вид 


Х+0 (1—7) 
г 1 
и (х, = а(х о — т)) 4 п(х — 0 (7 — 0) |-- 55 [ и (Е) аё, 
к-00(#—7) 


(УП, 1; 49) 
где 


по(х) = а(х, 9), шх) = 9 (х, т). 


На этот раз нужным интервалом абсцисс был бы интервал [х — 0 (# — 1). 
х-+9(Е— т) |}, т. е. пересечение прямой с ординатой т с тем же самым 
волновым конусом прошлого для точки (х, #). 

Таким образом, движение струны в точке (5, т), т < #, не влияет на ее 
движение в точке (х, №, если точка (& т) лежит впе волнового конуса 
прошлого для точки (х, #). 


19* 
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3) Можно решать обратную задачу Коши, в противоположность пря- 
мой задаче Коши, которую мы только что решили. Это означает, что 


ди 
момент времени т, для которого задаются функции й= и и йу == —-, сле- 


0 ' 
дует за Ё, <>. ѓ. Решение производится аналогичным способом, и снова воз- 


пикает формула (УП, 1; 49); однако теперь эту формулу лучше записывать 
в виде 


ио 0 [оос 9) 9-0) + 
х+9 (*-1) 


+5 [ чо м0 
А х--0 (7—0) 
поскольку т > Ё. 
На этот раз нужным интервалом абсцисс будет пересечение прямой 
с ординатой т с волновым конусом будущего для точки (х, В, т. е. 


с областью, заключенной между полупрямыми, которые проходят через 
точку (х, Ё) и направлены вверх с наклонами 5 =. Это естественно, по- 


скольку Ё << т, и, значит, то, что происходило в момент Ё, будет влиять на 
то, что произойдет в булущем в момент т; волновой конус будущего для 
точки (х, #) охватывает множество точек (=, т), на движение в которых может 
влиять то, что происходнло в точке х в момент времени &. 

Эти рассуждения о прошлом и будущем являются, с „точки зрения“ 
математического уравнения, чисто субъективными, поскольку уравнение инва- 
риаитно при замене # на —#. 

4) Фронтом волны называется крайняя точка, достигнутая волной; точнее, 
фронтом волны справа в момент времени Ё называется верхняя грань 


ди 
посителей функций и и °5;’ Рассматриваемых как функции х в момент вре- 


мени Ё. Абсцисса Х этого правого волнового фронта является, таким обра- 
зом, функцией Х (#) времени 2. Эта функция удовлетворяет некоторому 
линейному неравенству: правый волновой фронт не может двигаться направо 
со скоростью, большей скорости 0; при # ўт 


ХОЗЕ. (УИ, 1; 51) 
В самом деле, пусть и и би в момент т имеют значения но и 41. Формула 


2и в момент ѓ равны нулю при х >> Х (т) +- 


-4- 0 (2 — т), поскольку цо и шу равны нулю при х > Х (т). Отсюда вытекает 
неравенство (УП, 1; 51). 


(УП, 1; 49) показывает, что и и 
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Заметим, однако, что, обратив направление времени, можно получить 
неравенство 


ХОЗ Х (0) 4-0 (2—5), (УП, 1; 83) 


снова при т<. [При этом следует воспользоваться формулой (УП, 1; 50) 
вместо (УП, 1; 49) и поменять роли Ё и т.} 


Это перавенство можно записать также в виде 
ХХ —0(#— 9). (МП, 1; 83) 


Иными словами, правый волновой фронт не может двигаться и влево 60 
скоростью, превосходящей скорость 2. 

Не следует думать, что правый волновой фронт движется направо еб 
скоростью 9, поскольку в этом случае неравенство (УП, 1; 51) всегда было 
бы равенством. То же самое имело бы место и для неравенства (УП, 1; 54). 
а тогда эти два равенства были бы противоречивы. 


Рассмотрим простой пример со следующими начальными условиями в мо“ 
мент # == 0: 


. В 
у(х) == 0. (УП, 1; 54) 


и, (х) > 0 при |х|<х, шу(х) = 0 при [х|> хо, | 
Формулы (УП, 1; 49) и (УП, 1; 50) с т= 0 показывают, что правый 
волновой фронт дается равенством 


. 


Х (0) = х, +914. (УП, 1; 85) 


Оп движется со скоростью © при Ё 0 и со скоростью —0 при #50. 

Самое левое положение он занимает именно в момент времени # = 0. 
Только что сказанное о правом волновом фронте справедливо и для 

левого волнсвого фронта, который удовлетворяет тем же самым неравенстиим, 
Левый волновой фронт в примере (УП, 1; 54) дается равенством 


= хо 0|4. (УП. 1:56) 


В момент времени Е—0 он занимает самое правое положение, и именно 


в этот момепт часть струны, которая не находится в состоянии покоя, яв- 
ляется самой малой. 


Заметим, что движущаяся часть струны в этом примере распадается 
при # > хоо на два непересекающихся участка: 


(ху — 0, Хо 0) и (— Хо 92, Хо | 00). 
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5) Говорят, что здесь имеет место диффузия волн, поскольку решение 
и(х, Ё) в действительности зависит (через функцию и!) от начальных значе- 
ний во всем интервале (х — 9, х--98. а не только от начальных значений 
в концах этого интервала. 

6) Особенно важен следующий частный случай, когда в качестве началь- 
ных условий берутся 


ии=0 и = 02(х), (УП, 1;57) 


где ё — распределение Дирака. 
Д опустив. что формулу (УП, 1; 48) можно применять без предосторожно- 
сти, получим при 2 > 0 следующее решение: 


= при [хі< 6. . 
и(х, 91 (УП, 1; 58) 
0 при {х|> 27, . 
или 


и(х; зна — 11, 


где У — функция Хевисайда. 


Иначе говоря, функция и при #>.0 равна >в волновом конусе буду- 


щего для начала координат и равна 0 вне этого конуса. 
В дальнейшем мы снова получим это частное решение. 
Предположим теперь, что струна ие является неогра- 
Струна с одним ниченной, а имеет конец в начале координат; иными 
закрепленным словами, предположим, что в состоянии покоя она 
Отражение ‘волн занимает полуось х >> 0; решение и будет функцией, 
определенной при х >> 0. — оо < {Ё < 70. Как легко 
вилеть, формула (УП, 1; 43) по-прежнему справедлива; 
функции одного перемешого Ги = должны быть, конечно, определены 
[с точностью ло аддитивных постоянных противоположного знака; см. фор- 
мулу (УП, 1; 46) | при всех значениях переменного, ибо при фиксированном 
х > 0 выражения х 1: 9Ё меняются от — ос до -+- оо, когда # меняется 
от — оо до -- оо. Но тогда формула (УП, 1; 43) дает некоторое решение 4, 
определенное при всех значениях х и Ё всякое решение и нашего урав- 
нения. заданное в области х >> 0, — оо < # < оо. продолжимо един- 
ственным образом до решения и во всей плоскости (х, 8. . 
Найдем, при каких движениях и конец струны х = 0 остается непо- 


движным. Продолженное решение и представляет собой такое движение 
бесконечной струны, определенное при всех х и ѓ, для которого и (0, #}=0. 
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Для этого необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 


(00) 4-2 (—00) = 0. (УП, 1; 50) 

о Иначе говоря, функции } и & переменного $ уже не вполне произволь- 

ны; одна из них по-прежнему произвольна, но тогда другая полностью ей 
опрелеляется. Действительно, 

(58) + #(—$)=0 или (5) = — у (—5). (УП. 1:60) 

Теперь общее решение нашей задачи дается, согласно равенству (УП, 1:43), 

формулой —_ 
и (х, К —= (х 4-06) — } (х т 9! (УП, 1; 61) 


где / — произвольная функция одного переменного. Мы видим, что при любом 
значении # решение и будет нечетной функцией х, откуда вытекает, что 
оно обрашается в нуль при х-=0. 

Таким образом, всякое решение и уравнения колебаний струны, которое 
определено при х > 0, — оо << оо, и тождественно равно нулю при 
х= 0, продолжается однозначпым образом до решения и, которое опреде 
лено всюду и которое при любом Е является нечетной функцией х: 


и (—х, В = —и(х, В. (УИ, 1; 62) 


Заметим, что, согласно формуле (УП, 1; 61), решение и представляет собой 


суперпозицию двух волн йу и и, которые движутся в противоположных 
направлениях со скоростью © и удовлетворяют, при любом Ё, соотпошению 


и (—х, = — и, (х, В. (УИ, 1; 63) 


Это замечание можно истолковать, сказав, что здесь мы паблюдаем 
отражение волн от конца струны х = 0 с изменением знака. 

В самом деле, предноложим, что при # < 0 движение струны (свелен» 
ной к части х >> 0 оси х) представляет собой некоторую волну и, движу: 
щуюся влево со скоростью 9. Мы должны сначала продолжить это решение 
при Ё<0 на всю .ось х таким способом, чтобы полученная волна и были 
нечетной функцией х. Это сводится к тому, что на часть струны х-`0 
(фиктивную физически) мы должны поместить волну, противоположную ире* 
дыдущей и распространяющуюся со скоростью 9 направо. 

Если пеограниченио продолжить движение этих волн, 10 решение, полу- 
ченное таким способом для всех х при # < 0, продолжится единственшим 
образом на моменты времени # >> 0. Но в то время как первоначальная волни, 
расположенная на реальной части струны х >> 0, будет продвигаться к фик: 
тивной части х < 0 и, таким образом, постепенно исчезать, противоположная 
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волна, располагавшаяся сначала на фиктивной части х < 0, будет постепенно 
продвигаться на реальную часть струны х 2.0. На реальной части струны 
все это будет выглядеть так, словно первоначальная волна отражается от 
конца струны х=0 и, изменив свой знак на противоположный, движется 
в обратпом направлении {см. рис. УП,2 на плоскости (х, и)]. 





н $0 } 

22-222 К ри 
2 
— 

Л >20 
=— 
-------- П инс 
у Рис. УП, 2. 


’ Естественно, что при некоторых значеннях ѓ (и даже при всех значе- 
ниях Ё, если носителем волны является вся струна) будет наблюдаться супер- 
позиция падающей и отраженной волны. Именно эта суперпозиция и при- 
водит к равенству и (0, В == 0. 


Применение. Задача Коши состоит здесь в задании начальных усло- 
д 
вий (х) = и(х, т), ш (х) = 57 (х, т) и краевого условия џи (0, #) = 0. 
При # >> т решение запишется формулой (УП, 1; 49), если предварительно 


продолжить функции йу и и до нечетных по х фуикций и и ш. Фор- 


мула (УП, 1; 49) будет содержать только непродолженные функции из и ш, 
если 


. 


х— 0(#-— т) > 0. 


Если же х —9(— т) < 0, то, учитывая, что функции цу и шу нечетны, 
можно видоизменить эту формулу так, чтобы она содержала только непро- 
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долженные функции и и и;: 
1 | о (2-7) + х 
пбх, 0) = лоб 005) шефу — 1с | 2004 
о(ё- т) - х 


(ҮП. 1; 64) 


Вместо рис. УП, 1 мы будем иметь рис. УП, 3, па котором изображен вол- 
повой конус прошлого для точки (х, ѓ) в плоскости (х, В. 






=-х+0 (ЕР) 
В = +и(1-5) 


Рис. УП, 3. 


Левый луч волнового конуса претерпевает отражение от оси 2. 

Значения &, для которых надо знать изу и шу, чтобы определить и(х, #), 
лежат в интервале (а, В), который является пересечением этого конуса 
с прямой, имеющей ординату т. 


Случаи, рассмотренные до сих пор, носят скорее 


Струна с двумя математический, чем физический характер, ибо струна 
закрепленными всегда имеет копечную длину. 


концами Пусть струна длины Ё расположена на участке 


0 < х < 1 оси хи имеет закрепленные концы. Най- 
дем ее движение. Мы дадим здесь прямое, синтетическое, решение задачи. 
Решение, которое мы получим в дальнейшем с помощью анализа Фурье, 
имеет значительно большее практическое значение. 

Движение нашей струны спова дается формулой (УП, 1; 43), в которой 
функции } и & определены при всех значениях переменного, однако условия 
и (0, В=и(Ё, #) = 0 приводят теперь к равенствам 


(00) +6 (— 00) = 0, . 
О) 601—0) =0. (УЦ, 1; 65) 


Первое из этих равенств позволяет выразить фуикцию # через /,` и мы 
снова приходим к выражению (УІ, 1; 61) для и, но теперь уже с функцией ў, 
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удовлетворяющей условию 
РШ) УСЬУ =. (УИ, 1; 66) 


Иными словами, / периодична с периодом 2Ё. Таким образом, всякое реше- 
ние и уравнения колебаний струны, которое определено при 0 < х < Ё, 
— 00 < < оо, и удовлетворяет условиям и (0, В = и (1, Е) = 0, однозначно 


продолжается до решения и, определенного при всех х и ѓ и удовлетворяю- 
шего условиям 


и (—х, В = —и(х, 0), 


— — _ ‹ _ ҮП, 1; 67 
и(х 26, Р) = и(х, В, иже) а 0). ( 


Обратно, из этих соотношений вытекает, что 


и (0, ё) == и (1, В == 0. 


Второе из соотношений (УП, 1; 67) означает, что при любом Ё функция 
будет периодична по х с периодом 22; это не удивительно, ибо решение 
должно быть нечетным, т.е. антисимметрическим по отношению к точке х = 0, 
но оно должио быть также антисимметрическим и по отношению к точке х = Ё, 
и, значит, опо должно быть периодическим с периодом 2/2; этот факт имеет 
только теоретическое значение, поскольку длина струны равна Ё. Третье 


из соотношений (УП, 1; 67) означает, что решение и должно быть периоди- 
ческим и по времени с периодом 22/0; а этот факт имеет существенный физи- 
ческий смысл: всякое движение струны длины Ё с неподвижными концами 
является периодическим во времени с периодом 21/0. 

Это очень просто попять, если заметить, что всякая волна последова- 
тельно отражается от концов струны х = 0 и х==/., меняя каждый раз свой 
знак; по истечении времени 2//0 любая волна, двигавшаяся сначала направо 
или налево, отразится от каждого из концов и вернется в отправную точку 
с первоначальным знаком. 


и 
и 


Примепение. Задача Коши состоит здесь в задании начальных 
условий 


по(х) = а(х, т), ш) = 98 0, х) 


при О < х < и краевых условий и (0, В = 0 (1, і) == 0. Чтобы решить 
ее при рч <, продолжают функции и ии; до функций цу и ГУ так, чтобы 
последние были нечетны и антисимметричны по отношению к точке х = Ё 
и, значит, ‘периодичны с периодом 2/.. Затем применяют формулу (УП, 1; 49). 
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Если учесть антисимметричность и периодичность, то этой формуле можно 
прилать вид 


р 


1 1 . 
и(х, = + и, (2) + шо (ВА + 55 [| 1%, (УІІ, 1; 68) 
где а и В — точки пересечения лучей, ограничивающих волновой конус 
прошлого для точки (х, ѓ), с прямой, имеющей ординату т. Эти лучи суть 








Рис. УЦ, 4. 


1 
прямые, исходящие из точки (х, Ё) и направленные вниз с наклонами + — ; 


они подвергаются отражениям от вертикалей х == 0 и х == /. Знаки + или 
— в формуле (УП, 1; 68) выбираются по правилу (— 1)", где у — число рассма- 
триваемых отражений. Например, на рис. УП, 4 знаки определяются так: 


1 лля а 41 для В», если == т; 


—1! лля 2, — 1 для Во, если т== т; 
—1 для а, —1 для В, если = т; 
+! для ау, —1 для В, если т== ту 0. 


в 
Заметим, что 9; >> 8, и я > В; интеграл вида [Ха при а> 8 


можно заменить на интеграл — | и; (5) 43. Знак разности р — = определяется 
б | | 
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числом (—1)\, где р — число пересечений лучей, ограничивающих конус, 
между ординатами т и Ё Примем за т ‘значение ординаты, которое соот- 


ветствует первому пересечению лучей (= < т < т), тогда =; и мы 
получаем замечательную формулу и(х, В == —щ(Ё —х, №; эта формула 
соответствует общей формуле и (х, #) = и (2 — х, #4 =). которая является 


еше одним следствием из соотношений (УП, 1; 61), (УИ, 1; 66) и (УП, 1; 67); 
если добавить к времени полупериод //о, то новое положение волны будет 
антисимметрично старому по отношению к точке х == 2/2 — середине струны. 


21, 
Второе пересечение лучг2й соответствует ординате т = > (здесь т < 0); 





мы снова получаем соотношение и(х, Ё) =и(х, т) — периодичность во врг- 
мени с периодом 241/0. 

Уравнение колебаний в акустической трубе совпадает 
Акустические трубы с уравнепием колебаний струны, однако краевые 

условия могут быть иными. Концы трубы могут быть 
открыты или закрыты, однако один из концов трубы всегда должен быть 
открыт, для того чтобы колебания столба воздуха в трубе могли поддержи- 
ваться вдуванием струи воздуха; в зависимости от того, открыт или закрыт 
другой конец трубы, трубу называют открытой или закрытой. 


Поток „Заярьтля Лоток Открытая Открытая 
юне С ИТ] ис пре и труб 


803у ш 


Рис. ҮП, 5. 


Мы обозначили буквой и смещение нормального к трубе слоя газа, 
поэтому краевое условие на закрытом конце имеет вид и == 0, как в случае 
струны, имеющей закрепленный конец. 

Рассмотрим, напротив, открытый конец. Считают, что на таком конце 
давление газа, соприкасающегося с внешпей средой, остается постоянным 
(равным атмосферному давлению или немного большим). Третья из фор- 
мул (УП, 1; 36) показывает, что это предположение сводится к краевому 


ди 
условию я; = 0 (а пе и = 0) на открытом конце трубы. Чтобы изучить, что 


происходит на таком конце, мы хотим, как и в случае струны, рассмотреть 
полубесконечиую трубу, занимающую часть х > 0 оси х. Конец х = 0 ‘будем 
считать открытым. Пусть и — некоторое решение уравнения (УП, 1; 37), опре- 


) 
делениое при х >> 0 и удовлетворяющее условию 200, і) = 0. 
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Согласно рассуждениям на стр. 294, функцию и всегда можно выразить 


формулой (УП, 1; 48) и всегда можно продолжить до решения и, определен- 
ного всюду. Напишем краевое условие на конце х =0: 


0004 в' (— 00) = 0. (УП, 1; 69) 
На этот раз функции / и х переменного $ удовлетворяют соотношению 
(= (— 8) = 0. (УП, 1; 70) 

Интегрируя это соотпошение, получим 
(8) — а (— $) = совѕі. (УП, 1; 71) 


Безразличпо, какова величипа этой постоянной (см. стр. 290). Мы примем 
ее равной нулю. Тогда окончательно получим общий вид решения: 


ш(х, = (хо) Г([—-х 98. (УИ. 1; 72) 


Мы видим, что при любом значении Ё функция и будет четной функ- 
цией от х; это не удивляет нас, поскольку функция 25. также является 
решением уравнения (УП, 1; 37), однако эта функция удовлетворяет условию 
о, Р) == 0, и, значит, опа должна быть нечетной функцией от х. 


Рассуждение, аналогичное рассуждению на стр. 295, показывает, что 
на открытом конце также происходит отражение волн. но без изме- 
нения знака (и, естественно, — суперпозиция падающей и отраженной волны). 


Применение. Решепие задачи Коши 
ди 
и (Хх) = и(х, ®), ш (х) = ор (х, <), 
ди 
5х (0, В =0 


получают, продолжив и и #; до четных фупкций и, и ш. 
Вместо формулы (УП, 1; 64) при Ё ти х — 0 (2 —® < 0 справедлива 
формула 


ие, 0) = шоб 000—9) 00 (2—0) — 0) 


р (0-7) х х+ъо (2-7) 


+=? | ше%- | коа. (МИ, 1; 73) 


0 о (Ё--т)-х 
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Волновой конус прошлого для точки (х, Ё) состоит из двух частей, 
одной из которых сопоставляется коэффициент 1, а другой 2 [для того, 
чтобы получить интегралы в формуле (УП, 1; 73)]. 














Рис. УП, 6. 


Теперь мы без труда рассмотрим задачу об открытой трубе 
и задачу о закрытой трубе. 
Здесь снова наиболее важным является решение 
Фурье (стр. 315). 

Труба занимает участок 0 < х ~ 1 оси х; оба ее конца открыты. 
Решение дается формулой (УП, 1; 43), в которой функции { и х определены 
при всех значениях переменного и удовлетворяют соотношениям 


000) 4 р (0р) 0, ИЕ в 0) = 0. (УП, 1; 74) 


Эти уравнения интегрируются, как уравнение (МП, 1; 70), однако постоян- 
ные интегрирования не обязательно совпадают. Первую из них можно считать 
равной нулю, тогда вторая будет некоторой константой А,. Это сводится 


к утверждению, что функция и продолжена до решения и, которое опреде- 
лено всюду и имеет вид 


Открытые трубы 


и(х, = (хо + 7 (х + 0р), (УЦ, 1; 75) 
где 
ЛЕ УЕ 8) = А). (МП. 1; 76) 


Если А, = 0, то функция / не будет периодической, однако } будет равна 


5 
сумме линейной функции А; эГ и некоторой периодической функции. 


Для решения и мы получаем отсюда следующие соотношения: . 


п(— х. = и(х. 0), 


— - - 2. - «УЦ, 1; 77) 
и(х- 21, И =и(х, 1), и (х Е и) =“, ђ+ 2А}. 
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При фиксированном # функция и периодична по х с периодом 2Г; это есте- 
ственно, поскольку она четна, т. е. симметрична по отношению к точке х = 0), 


и симметрична также по отношению к точке х = [. По времени функция и 
не будет периодической, если 4; + 0, однако и будет суммой линейной функ- 


Ё 
ЦИИ АЕ А, У и некоторой периодической функции с периодом 2[/о. Член 


АГ = А і описывает равномерный поток газ е б естествени 
= Ат 2 равн р пото а через трубу, что ственно, 


поскольку труба открыта с обоих концов (рис. УП, 5); с точностью до этого 
равномерного потока решение периодично с периодом 2/0. 











Рис. УИ, 7. 


Применение. Формула для ргшения задачи Коши (поб) = а(х, х), 


ди ди ди 
== ——- = , == = , == ВЛ. е остаточн - 
и; (Хх) СЕ (х, т), 9х (0, 2 == 5 (1. 9=0) является здесь д о слож 
ной; сначала продолжают функции иу и и; до четных, периодических 


с периодом 22, функций ио и шу. а затем приводят формулу (УП, 1; 49) к виду 
1 


и (х, = 114, (а) + и (8)] +5 |) п (5) а, (© 4, (УП, 1; 78) 
й. 


где коэффициент и (5) — целое число, изменяющееся вместе с Ё вдоль 
отрезка [0, /]. Этот коэффициент можно вычислить, рассмотрев волновой 
конус прошлого для точки (х, В. который делит вертикальную полосу 
0 < х Е’ на области, в каждой из которых этот коэффициент постоянен. 
Например, для значения т, показанного на рисунке, имеем х > В и п (2) == 
при 0 <2< 8, п (5) =3 при 8 < <а и й (5) =4 при а <5 < Е. 
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Легко вычислить непериодическую часть решения и, ибо коэффициент А 
дается формулой 


А= А, т=713[* (х, 2) иба, к) |= 


а 


Е ГА 

1 

=57 ја ФЕТ [ш 094 (М1, 1:79) 
0 


0 

(при вк коэффициент п (#) равен 4). 
См. решение методом Фурье (стр. 317). 
Закрытые трубы Предположим, что труба закрыта на конце х = 0 
. и открыта на конце х = і. Решение ш дается фор- 
мулой (УП, 1; 43), в которой функции { и = удовлетворяют соотношениям 
000) 4-6 (99 =0, | 

ЛЕВ - 8" - 90 == 0. 


Второе из них всегда можно проинтегрировать и, положив постоянную 
интегрирования равной нулю, получить соотношение 


РО 00) в 00) = 0. (УЦ, 1:81) 


Тогда функция и продолжится до решения и, которое. определено всюду 
и имеет вид ! 


(УИ, 1; 80) 


и(х, = (хх 98 — /(— х + 98, (УИ, 1; 82) 
ГЕНУЕ 8) = 0. (УИ, 1; 83) 


„Здесь функция / антипериодична с антипериодом 22, поэтому она периодична 
с периодом 4Ё. Это приводит к следующим соотношениям для и: 


где 


ш х, а= —и(х, 0, 


_ — _ 91, _ | (УП, 1; 84) 
пх 21, В —и(х, 0), и (а, Е) = и(х р. | 

При фиксированном Ё решение и антипериодично по х с антипериодом 241; 
это естественно, поскольку оно антисимметрично относительно точки х = 0 
н симметричио относительно точки х = Ё. По времени функция и антипери- 
одична с антипериодом 21/0; это естественно, ибо по истечении времени '2//0 
всякая волна отражается от каждого из концов трубы, меняя при этом знак 
только один раз, и возвращается в первоначальное положение с изменен- 
ным знаком. 
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Применение. Формула для решения задачи Коши 
__ __ ди _ ди —_ 
(ао) = а(х, 0). шб) = (к, 0), и, 00 (1, д=0] 


имеет следующий вид: 


. 1 
ибх, ЭН 000) 5 00014-95 [пОш®&. (МШ, 1;85) 
0 

















Рис. УЦ, 8. 


Знаки - перед и,(а) или и, (8) определяются числом (— 1)", где у — число 
отражений соответствующего луча от вертикали х == 0. Коэффициент п (&) 
зависит от того, в какой из областей по отношению к волновому конусу 
прошлого точки (х, В мы находимся. 


20 Л. Шварц 
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Например, для значения т, указанного на рис. УЦ, 8, перед и, (а) следует 
взять знак —, а перед и,(8) — знак +. Здесь а > В, и коэффициент п (Е) 
равен 0 всюду, кроме отрезка 6 < < а, на котором он равен 1; 

а 


иптеграл сводится к интегралу Г. 


8 
Интегралы энергии Рассмотрим, например, случай продольных коле- 
баний стержня. 
Уравнение энергии выражает тот факт, что производная по времени 
от полной кинетической энергии стержня равна мощности системы сил, 


действующих в стержне. Это уравнение является следствием из основного 
> > > => 
уравнения движения [из равенства Р = тү вытекает соотношение Р = Р · 0 == 


ә ар 
Кинетическая энергия стержия выражается интегралом 


А 
1 ди \2 | 
Е, = [ув (2) ах. (УП, 1; 86) 
0 
Чтобы вычислить мощность системы сил, действующих в стержне, нужно 
взять элемент (х, х-- Ах) стержня, рассмотреть результирующую сил, 


ди 
действующих на этот элемент, и умножить ее на среднюю скорость Э этого 


элемента, а затем `просуммировать полученные мощности по всем элементам !). 
Результирующая сил, действующих на элемент, равиа 


д. д 92 
Еу, 2-0 Ах, О — Еџоу 55-05. 2 == Еџау оз Ах, (УЦ, 1; 87) 


и, следовательно, мощность системы сил, действующих во всем стержне, 
дается интегралом 


1 
2, 
[ 9 9 ах. (УП, 1; 88) 
Я | 


') Могло бы показаться, что скорее надо рассматривать силы, которые действуют 
на концы каждого из элементов, и умножать каждую из этих сил на скорость точки 
ее приложения, а затем суммнровать результаты, полученные для отдельных элементов. 


ди \ ди 
Таким образом, „слагаемое“ | заменилось бы на „слагаемое“ 
д ди ди > > 
9х (9х ғ! Однако этот метод ошибочен; он не вытекает из уравнений Р = тү, при- 


мененных к отдельным элементам. Все промежуточные члены сокращаются и остаются 
только конечные члены; при этом возникает неправильное уравнение, в которое пре- 
вратилось бы уравнение (УП, 1; 93), если откинуть в нем второе слагаемое в левой части! 
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Отсюда мы получаем Уне энергии 


Е 2 5 зр) ах [кл 9х? 02 ах, (ФО, 1; 89) 


Это уравнение можно записать в ином виде, который справедлив для 
всех моделей 


І, 
2 
Е (95 г) х= [94. тах (УП, 1; 90) 
0 


(это сводится к такому выбору едипиц, при котором Вуз, = 1). 
Заметим, что это уравиение является прямым следствием уравнения 


колебаний струны (УП, 1; 8), ибо левая часть (УП, 1; 90) есть не что иное, 
как интеграл 


1 ди ди , 
[= бт брах. (МПІ, 1; 91) 
0 


Равенство (УП, 1; 90) представляет собой равенство ‘между двумя вели- 
чинами, зависящими только от Ё и не зависящими от х. Это равенство 
является не линейным, а квадратичным, т. е. равенством двух величин вто- 
рого порядка малости по сравнению с величиной 4. Вот почему в нем 
можно пренебрегать только величинами третьего порядка. 


Преобразуем уравнение (УП, 1; 90), проинтегрировав по частям правую 
часть. Правая часть примет при этом вид 


ах = 


= 51 4. “| 5(9= ах. (0,1; 92) 
Отсюда мы получаем новое уравнение: 
‚ | . 
«Га. ми 


Правая часть представляет собой не что иное, как мощность внешних 
сил (т. е. сил натяжения или давления на обоих концах стержня). 


1 
дши ди | – дш ди 
| 1-0 0 0х д 


20% 
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Мы видим, таким образом, что первый принцип термодинамики удовле- 
творен и что система в каждый момент своего движения обладает некоторой 
энергией, энергией, которая записывается в виде 


= [18+ ах, (УП, 1; 94) 


зависит от состояния системы (т. е. от положений и скоростей частиц) 
и распадается на сумму кинетической энергни Б, и внутренней эпергии Ё;. 
Равенство (УЦ, 1; 93), проинтегрированное по Ёот й до &, выражает тот 
факт, что работа внешних сил равна измененто полной энер- 
гии Е, — Ё. Если на каждом из концов стержня выполнено какое-либо 


из условий 5а — 0 или и=0 (при и = 0, дифференцируя по &, полу- 


ди 
чаем =}, то работа внешних сил равиа нулю и энергия Е все 


время остается постоянной. 
Общая задача Коши состоит в следующем. 


Возвращение 
к 5озврашрипо Надо найти решение и уравнения колебаний 
Единственность струны, которое удовлетворяет следующим условиям. 
решения 1. Начальные условия. Гри Е=0 функ- 


ди 
ции и и = совпадают с данными функциями цу и ш от х. 
2. Краевые. условия. При х= 0 и х= 1 задаются значения и 
: ди 
или == как функции времени. 


Покажем, что эта задача имеет самое большее одно решение. В силу 
линейпости уравнения колебаний струны разность двух решений снова будет 
некоторым решением И. При этом фуикция И удовлетворяет нулевым 
пачальным условиям И = (Ц, = 0 и краевым условиям 


07 


О (х, #) = 0 или 0 р —=0, 
когда х = 0 и когда х= і. 
90 0 =" 
При этих условиях разность [6= 5х | равна нулю в любой момент 


времени. Уравнение энергии (УП, 1; 93) показывает тогда, что инте- 
грал (УП, 1; 94) сохраняет все время постоянное значение; по ведь при ѓ = 0 
полпая энергия равна нулю: 


УГ 7090 о) ах = 0. (УП, 1; 95) 
0 
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Поэтому полная энергия равна нулю в любой момент времени ѓ. Поскольку 
она представляет собой интеграл от неотрицательной функции, эта функция 
равна нулю почти всюду; но ведь эта фупкция непрерывна (мы предпола- 


гаем, что решение нашего уравнения дважды непрерывно дифференцируемо), 
следовательно, частные производные 


дО 20 
Р * 0х 
тождественно равны нулю. Отсюда вытекает, что функция И будет постоян- 
ной, не зависящей от х и от Ё. Поскольку эта постоянная ‘равна пулю 
при #= 0, функция С равна нулю тождественно, а поскольку она является 
разностью двух решений, эти решения совпадают. 
На предыдущих страпицах мы решали различные задачи Коши, отпра- 


вляясь от общего решения (УП, 1; 48). Мы собираемся теперь использовать 
совершенно иной метод — метод Фурье. 


3. Решение задачи Коши методом рядов Фурье. 
Задача Коши Мы собираемся доказать для этого случая колеба- 
для колеблющейся пий струны существование решения и эффективно 


струны найти это решение. Краевые условия имеют здесь вид 
с закрепленными 


концами и (0, В -=и([, В =0, 
а начальные данные, как всегда, из и ш (с очевид- 
ным согласованием #5 (0) = и, ([) = ш, (0) = и! (1) = 0). 

Стационарным движением струны называется движение, при котором 
функция и (х, №) является произведением некоторой функции от х на неко- 
торую функцию от #: 

и(х, В = 0 (х)Ү (0). (УП, 1; 96) 
Найдем стационарные движения струны с закрепленными концами. Для 
такого движения уравнение колебаний струны записывается в виде 


ИУ" = "У, (МПІ, 1; 97) 
ИЛИ 
А, (УП, 1; 98) 


где величина Х является постоянной, поскольку она должна зависеть только 
от х и одновременно — только от #. Обратно, если А — произвольная веще- 
ственная постоянная, то решения И (х) и У (#) дифференциальных уравнений 

ү" 4. М?И = 0), | 


и" 4-00 (УП, 1; 99) 
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определяют некоторое стационарное движение. Предполагается, что функ- 
ция У (7) не равна тождественно нулю, в противном случае струна остава- 
лась бы неподвижной все время. Но тогда значения и (0, 6) и и(Ё, К) могут 
равняться нулю при любом 2, только если 


000) = 0 (1) = 0. 
Последние же равенства могут иметь место только при исключительных зна- 


чениях А. 


В самом деле, решение второго из уравнений (УП, 1; 99) при А == 0 
имеет вид 


И(х) = Асоз УХ х- Вѕіп ул х (МП, 1; 100) 


(если \ < 0, то УХ — миимое число и соѕ и зш превращаются в св и $1). 
Условие И (0) = 0 определяет постоянную А: 


А = 0. 


Тогда условие И (2) = 0 приводит к равенству 


зш УХ 0 (УП, 1; 101) 


[если учесть, что В є 0, в противном случае мы снова имели бы тожде- 
ство и(х, #) = 0]. 

Уравнение (УП, 1; 101) показывает, что Х > 0 (ибо гиперболический синус 
не может обращаться в нуль при веществеппых значениях переменного, 
отличных от нуля) и что при этом 


ИХд= к или УХА”, (МП, 1; 102) 


где Ё — целое число. 


Следовательно, решение С уравнения (УП, 1; 99), которое мы должны 
удержать, имеет вид 


зіп т 2 (УИ, 1; 103) 


с точностью до постоянного множителя. Не меняя результат, этот постоян- 
ный множитель можно принять равным 1, ибо всякий постоянный множи- 
тель у функции С можно отнести к У. По той же причине можно считать, 
что А > 0, ибо замена ё на — & сводится к умножению И на — 1. 

Случай \ = 0 требует отдельного исследования, потому что при \ =0 
решение второго из уравнений (УП, 1; 99) имеет иной вид, а именно - 


О(х)= Ах В. (УП, 1; 104) 
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Никакая линейная функция не может обращаться в нуль при х= 0 и х= Ё, 
не будучи тождественным нулем, следовательно, \ == 0 не приводит ни к какому 
стационарному движению (отличному от и (х, В == 0). 

Теперь остается решить первое уравнение (УП, 1; 99), любое из реше- 
ний которого приводит к допустимому стационарному движению. 

Общее решение имеет вид 


У (2) = Асозо У ЛЕ Взшо УЕ = Асоз Ая У р Взшйт 9". (УП, 1; 105) 


Стационарные движения струны с закрепленными концами зависят, таким 
образом, от произвольного целого числа А >> 0, а при фиксированном А — от 
двух вещественных параметров Аи В. Наиболее общий вид такого стацио- 
парного движения следующий: 


ибх, 0) = зіп 5 (а соз ёт 22 4. В зіп Ет т). (УП, 1; 106) 


Стационарные движения, отвечающие данному целому числу Ё, имеют период 
{по времени) 





25 21. . 
Т = ——- = (УП, 1; 107) 
Ет 
и частоту | 
1 0 . 
М= == Ет: (УП, 1; 108) 
Все эти частоты являются кратными „осповной частоты“ №= 9-: 


Для периодического колебания, распространяющегося со скоростью 9, 
вводят также длину волны А = УТ, т. е. 


= 2 или ДА. (МПІ, 1; 109) 


Эта длина волны служит периодом по х для решения и, продолжаю- 
чцего решение и (см. стр. 298). 

Следовательно, длины волн стационарных движений струны с закре- 
пленными концами таковы, что С является целым кратным полудлины 
волны. Этот факт легко почувствовать интуитивно, если продолжить функ- 
цию И (см. рис. УП, 9) за пределы интервала 0 < х < Г сначала по антисим- 
метрии, а затем по периодичности с периодом 2Ё. Этот способ продол- 
жения функции О за пределы струны (который сводится к естественному 
продолжению функции зѕіп(ётх//)) был обоснован ранее соображениями 
общего характера, Е 
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Мы покажем теперь, что данную задачу Коши можно решить, пред- 
положив, что решение и(х, Г) является бесконечной линейной комбина- 
цией стационарных движений струны с закрепленными концами. 
Если мы пайдем такое решение, то оно будет единственным в силу уже 
доказанной теоремы единственности и в силу результата, полученного 
па стр. 298. 

Поскольку любое решение нашего уравнения определяется своими началь- 
ными данными и и и, мы тем самым покажем, что любое решение урав- 
нения колебаний струны с закрепленными концами является комбинацией 


«= О 


2 7 











Рис. УП, 9. 


стационарных решепий. Этим в свою очередь мы снова докажем, что всякое 
решение имеет период 22/9 — общее кратное периодов всех стационарных 
движений. 


Итак, будем искать решение в виде 
со 
и (х, 5 У зіп (Дь соз бт 7 -- Въ зїп Ат т). (УП, 1; 110) 
в=1 
Напишем, что и удовлетворяет начальным условиям 


пох) = ибх, 0) = У, Аъ зіп 2, (УТ, 1; 111) 
В=1 
ш (0) = 260, 0) = У кт В, зіп 7. (УП, 1: 112) 
Е=1 


Но ведь любая функция от х, заданная в интервале (0, 2), допускает 
. А х 
единственное (формальное) разложение в ряд Фурьё по функциям $Ѕіп Кт у. 
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В самом деле, продолжим такую функцию нечетно на интервал (— Д, 0), 
а затем периодично с периодом 2Ё на всю вещественную ось. [Она будет 
при этом антисимметрична по отношению к точке х =, ибо из соотноше- 


ний / (— х) = — (х) и Г (х -- 22) = } (х) вытекает соотношение / (22 —х)== 
== — } (х). Обратно, всякая функция, антисимметричная по отношению к точ- 
кам х==0 и х = |, имеет период 2/1, ибо из соотношений / (— х) = — } (х) 


и (21 — х) = — }(х) вытекает соотношение 7 (х + 22) = Ј (х). Продол- 
женную функцию можно будет тогда разложить по функциям соѕАох 


п 


. т 
и ЅіпАоюх, а= = тг, а поскольку она печетна, в ее разложении оста- 


ША х 
нутся только функции зіп Ёт т. 


Из формул (УП, 1; 111) и (УП, 1; 112) мы получаем явные выражения 
для коэффициентов А, и В,: 


—— 


2 
А, = 5 


>— ч 
& 
= 
— 
тя 
М.У 
о 
я 
а 
а 
еы 


1 (УП, 1; 113) 
2 я 
В, === о Га эпе 7 Е. | 
0 
[Заметим, что, согласно разложению (УП, 1; 110), коэффициенты А, и В, 
имеют ту же размерность, что и функция и, т. е. /; поскольку функция йо 
имеет такую же размерность, а функция и; имеет размерность и. ГИ]. 7), 
правые и левые части формул (УП, 1; 113) имеют одинаковые размерности, 
ибо синус — величина безразмерная, а 4Ё имеет размерность /.] 
Явное решение задачи Коши окончательно имеет вид 





оо 1 
и (х, = Уу зіп (соз 92) 7 Јао зіп р Е 
в=1 0 
А ГА 
А [4 РА 
+ (5л = т). = Гез» т (МИ, 1; 114) 


Если предположить, что начальные данные й, и йу имеют непрерывные 
первые производные, то ряды Фурье (УП, 1; 111) и (УП, 1; 112) будут равно- 
мерно сходящимися !). Однако это не решает вопрос о сходимости 
ряда (УП, 1; 114). Это не решает также и главный вопрос о дифференцируе- 
мости и по х и ѓ до второго порядка включительпо, которая только и 


1) См. предложение 3 гл. ІУ, стр. 177. — Прим. перев. 


. 
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позволяет утверждать, что ряд из стационарных решений, задающий и, сам 
является решением уравнения колебаний струны. Здесь возникают труд- 
ности, на которых мы не останавливаемся. (Эти затруднения полностью 
отпадут, если понимать сходимость и дифференцируемость в смысле теории 
распределений. Отпадает также и предположение о том, что начальные дан- 
ные ду и йу являются функциями от х, дифференцируемыми достаточное 
число раз.) 

Вычислим энергию движения. Поскольку энергия не зависит от #, 
ее можно вычислять при # = 0. Имеем 





Е 
1 1 А 
Е | (ли) ах. (УП, 1:115) 
. 0 
В силу формулы Парсеваля эта величина равна сумме ряда 
1 (до 62а? Бла а т 
2—2 (В 5-4 2) = У Р(А-В). (УП, 110) 
#=1 #=1 


Общий член последнего ряда в точности равен энергии Е, А-го стационарного 
со 


движения и,, входящего ви {и = У г.) Иначе говоря, 
ВЕ 


р 


со 


и (х, = Хи, (х, 2), 


Е = Хв, 


ЕТ 


(УП, 1; 117) 


Итак, полная энергия движения равна сумме полных энергий ста- 
ционарных движений, на которые оно распадается. 
Этот факт не является очевидным, ибо энергия не линейна, а квадра- 


: х х 
тична; он связан с ортогональностью функций зтАт-7 и соѕ Ат у или же 


с формулой Парсеваля. Заметим, что энергия Ё, стационарной волны пропорцио- 
нальна 42 + В? и №?, т. е. пропорциопальна квадрату се амплитуды и квадрату 
ее частоты. Заметим также, что здесь можпо вновь доказать постоянство энергии 
во времени. Если записать энергию Е в момент Ё в виде интеграла, то этот 
интеграл снова можно будет вычислить по формуле Парсеваля. Однако теперь 


. ди = 
понадобятся коэффициенты в разложениях Фурье функций эти Е 1 функ- 
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А х х 
циям зіп Ёт —- и созАт- в момент времени #. Это сводится к замене чисел А» 
и В, числами 


А, = Ар соѕ Ат 





Т В, ѕіп Ёе-0, 
, И и (УП, 1; 118) 
Вь = — Ар іп ёт -—- 4- В, соз т р. 
Но ведь , , 
` Ар В, = А В, (УП, 1; 119) 


и, значит, энергия остается постоянной. ' 

Часто говорят, что стационарные составляющие и,, которые входят в 4, 
„физически реальны“, Под этим понимают, что простые физические приборы 
(резонаторы с заданными частотами) позволяют разложить любое движение и 
на его составляющие и,. Это — факт большой практической важности. 

Считают, что на открытом конце трубы давление 


Задача Коши постоянно; согласно третьему уравнению (УП, 1; 36), 
для открытой это означает, что выполняются условия 
акустической 

трубы 


ди __ ди __ 


Это — новый тип краевых условий (см. стр. 303). [Если вместо и принять 
за неизвестную функцию давление р, то оно также будет удовлетворять 
уравнению колебаний струны, но при краевых условиях р(0, #) = ру и 


р(.. = ро. Если положить пар р (р: — р1), то для функ- 


ции т снова получится уравнение колебаний струны с краевыми условиями 
п (0, 2) т (Д, В==0, что представляет собой только что решенную задачу.] 
Стационарные волны удовлетворяют прежним уравнениям (УП, 1; 99). Краевые 


условия Ц” (0) = Ц’ (1) = 0 снова приводят к равенству Ст, 1; 102) при А0 
и дают в качестве решения И фупкцию 


И (х) = соѕ ёт 7- (МП, 1; 120) 


с точностью до постоянного множителя. 
По уже отмеченным причинам мы можем ограничиться случаем А > 0. 
Однако случай \ = 0 также приводит здесь к стационарной волне, ибо 
решение вида (УП, 1; 104) будет удовлетворять краевым условиям 
О" (0) = О (1) = 0, если оно сводится к произвольной постоянной; это 
равносильно использованию функции (УП, 1; 120) и при ё = 0. При выбран- 
ном числе ё общее решение первого из уравнений (УП, 1; 99) снова имеет 


316 Гл. УИ. Волновое уравнение и уравнение теплопроводности 





вид (УП, 1; 105), если А -2 0. При А = 0 оно имеет вид 
У(Й = АЕ В. (УП, 1; 121) 
Окончательно находим, что стационарные волны при # == 0 имеют вид 


х 


и, (Хх, Ё) = с05 Ат А соз Ёп 2. Вѕіп вт 2. . (УП, 1; 122) 
Е Е Е 





Их частоты и длины воли совпадают с частотами и длинами волн для ко- 
леблющейся струны с закрепленными концами (что пе удивительно, поскольку 


А=7 





Рис. УП, 10. 


модифицированное давление к при этом также стационарно и удовлетво- 

ряет краевым условиям для колеблющейся струны). Однако функция О (х), 

продолженная на всю прямую (т. е. косинус), имеет теперь иную форму. 
При А = 0 стационарная волна имеет вид 


А ш(х, В) == АЕ В (МПІ, 1; 123) 


и не является периодической (если А = 0). 

Решение и задачи Коши ищут далее в виде комбинации стационарных 
х 
т. Это 
разложение возможно, ибо если продолжить из и йу сначала симметрично 
относительно точки 0, а затем периодично с периодом 2/, то разложения 


волн, что сводится к разложению функций до и и, в ряд по соѕ#т 


ха х 
Фурье продолженных функций по периодическим функциям соѕ №" и ѕіп Кт 


с периодом 22 будут содержать только члены с косинусами в силу четности 
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продолженных функций. Окончательно 
оо г І, 


и (х, о Уст (оз т Јао) соз к 5-04 
0 


#=1 





Е Е 1, 
бер, ш.б) созт 2-0 | +1 [ шо 1 [ ш 9046. ЛЬ 1; 124) 
| 0 - 0 0 


Член, непериодический по #, соответствует переносу в целом массы газа, 
которая входит в один конец трубы и выходит из другого. 

Средняя скорость циркуляции газа в трубе дается, таким образом, 
формулой 


1. 
у, 7 04. (МП, 1; 125) 
0 


Мы вновь пришли к результату, полученному на стр. 304 [см. фор- 
мулу (УП, 1;79)|. Конечно, эта скорость не имеет никакого отношения 
к скорости распространения волн 9; известно, что распространение 
волны пе сопровождается переносом вещества. Эпергия Е снова будет сум- 
мой энергий Е», включая сюда Ву. 

Закрытой трубой называют трубу, закрытую с одного 
ии конца и открытую с другого. Через открытый конец 
трубы в трубу вдувается воздух, который покидает ее через 
расположенное вблизи отверстие; столб воздуха, 

заключенпый в трубе, приводится в незатухающие колебания. 


| ы 


Рис. УП, 1. 


Предположим, что конец трубы х == 0 закрыт, а конец х = — открыт. 
Краевые условия на этот раз будут следующими: 


` 





п (0, #) == 0, оа (1, В==0. 


Стационарные волны по-прежнему определяются уравнениями (№, 1; 99), 
однако функция (/ должна теперь удовлетворять условиям И (0) = 0, 0 (1) — 0. 
Отсюда вытекает, что \ — вещественное положительное число (А > 0). [Ибо 
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если А < 0, то соѕ и зіп превращаются в сһ и $1; условие 0 (0) = 0 пока- 
зывает, что речь идет о гиперболическом синусе, но тогда М” будет гипер- 
болическим косинусом, который пе обращается в нуль ни при каких веше- 
ствепных значениях перемепного. Число А не может также равняться нулю, 
ибо тогда И = Ах- В. Из условия И (0) = 0 получаем В =0, а из условия 
И’ (1) = 0 получаем А = 0.] 

Итак, функция (/ является некоторым синусом, ЦИ” — косинусом, а усло- 
вие (/” (2) = 0 записывается в виде 


соз уУХ2=0, . (УП, 1; 126) 
откуда 
Ул2= т = (28 1) 5. (УП, 1; 127) 
С точностью до постоянного множителя функция ( (х) имеет вид 
' . т х . 
О (х) = зш@Е- 1) = 77 (УП, 1; 128} 


Можно ограничиться целыми неотрицательпыми значениями А (& >> 0), 
ибо числа А и — (ё + 1) дают функции О (х), отличающиеся знаком. 
Стационарные движения, соответствующие данному А, даются формулой 


и, (х, 0) = мп (28 + 53-Х 


ІА А 174 
х [А соз (224-1) 5-924- 8 зт(26 1) 5-55). (УП, 1; 129) 


` 


Период Т, частота № и длина волны А определяются соотношениями 


о 
4. А (УП, 1; 130) 


При изменяющемся А частоты принимают только значения, равные нечетным 
о 
кратным основной частоты №= яг. которая в свою очередь равла поло- 


вине основной частоты открытой трубы, имеющей ту же самую длину. 
Длина трубы равна нечетному кратному от четверти длины 
волны. Продолженная на всю прямую функция О (х) (т. е. синус) имеет 
форму, указанную на рис. УП, 12. Если искать решение задачи Коши в виде 
линейной комбинации стационарных волн, то приходится разлагать функции шу 


; т х 
и пу по функциям ѕіп (22 -| 1) эт: Для этой цели функции ну и и, продол- 
жают сначала на отрезок (— Ё, 0) антисимметрически (нечетно), затем на от» 
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резок (2, 32) симметрично относительно точки х = и, наконец, периодически 
с периодом 42 на всю ось. Продолженные функции могут быть разложены по 


. тх ‚ т х 
периодическим функциям соѕ т эт и 811 5 т С периодом 41. Но, поскольку 


продолженные функции нечетны, в этом разложении остаются только члены 
=} 








Рис. УП, 12. 


с синусами; а, поскольку продолженные функции симметричны относительно 


точки х ==, среди членов с синусами остаются только те, у которых т 
нечетно (т = 2 1). 


Таким образом, имеем решение 
ши (х, = У зіп -- пах 
#=0 
1. 
2 А = 
х [ев 2 Гози ач 
А 


А А 2 | п & 
+ [п-т | о (8) ѕіп(22-- 1) 5608 |. (УП, 1; 131 

2 | 21 ) 
И снова 
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$ 2. Уравнение колебаний мембраны и волновое 
уравнение в трехмерном пространстве 


Рассмотрим малые поперечные колебания однородной мембраны. Откло- 
нение мембраны, нормальпое к илоскости равновесия [которую мы примем 
за плоскость (х, У)], будет функцией и(х, у, Ё), которая удовлетворяет 
уравнению 


т 56—580, (УП, 2; 1) 
где 


о= }у —, (УП, 2; 2) 


где в свою очередь Ё — поверхностпое натяжение мембраны, а р — поверх- 
постная плотность; величина © имеет размерность скорости. 

Уравнение (УП, 2; 1) мы будем называть уравнением колебаний мем- 
браны. Волновым уравнением мы пазовем уравнение 


21 диш диш ди дш (М1, 9; 3) 


в трехмерном пространстве. 
В данном параграфе мы собираемся изучить уравнения (УП, 2; 1) и (МП, 2; 3). 
Для упрощения записи положим 


. _ 1 0° д? д? 





о (МП, 2; 4) 
и 
1 0? д? д? 9? , 
Сан олт Зуя (У, 2;5) 


1. Решение уравнения мембраны и волнового уравнения в трех- 
мерном пространстве методом распространяющихся волн. Задачи Коши. 
Вернемся к уравнению (УП, 1; 37). Обозначим через (С) волновой конус 
будущего в плоскости (х, В: 


22 — х2> 0, 
И я > (МП, 2; 6) 
#>.0. , 
Пусть функция Ё (х, В) определяется формулой 
о 
ту В (С , 
Е(х, ==} 2 ) (УП, 2; 7) 
О вне (С). 
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Простая выкладка показывает, что 
1 05 ОЕ | 
= (УП, 2; 8) 
и? д дх 
в смысле теории распределений. 
Иначе говоря, функция Е (х, #), определенная равенством (УП, 2; 7), 
является элементарным решением для оператора 


1 0? 9? 
= от дя. (УП, 2:9) 


Пусть теперь Ј (Е) — достаточно регулярная функция переменного &Ё, 
Положим 
ос ХЕ 
1 ыы Ра а 1 = = 
(х, 6; = | Е 5 970) = 5- Г 1(©а:. (МП, 2; 10) 


х- 


Замечание. Предыдущий интеграл на самом деле является сверткой’ 
по & при фиксированном # функций Е (Е, ди (8). 

Легко проверить, что при любой (достаточно регулярной) функции є 
интеграл /(х, & ў) будет решением уравнения (УП, 1; 37) и что решение 
(УП, 1; 48) задачи Коши (УП, 1; 44) есть не что иное, как 


ибх, = 10, В шщ) 0105, 6 0). (УП, 2; 11) 
Мы хотим воспользоваться идентичным методом, чтобы изучить уравие- 
ние (УП, 2; 3). 
Обозначим через (Г) волновой конус будущего 
Элементарное А 
решение для РР — (х? у? 22) >20, #20, (УП, 2; 12) 
оператора ( } в пространстве А“. 
Через У обозначим его поверхность. 
Пусть Е(х, у, 2, #) — распределение с носителем У, задаваемое формулой 
(= || оу 2 545. (МП, 9; 13) 


0 хну? 22 = тр 


Впутренний интеграл берется по сфере с центром в начале координат 
(пространства (х, у, 2)) и радиусом оѓ, лежащей в гиперплоскости на уровне #; 
45 обозначает элемент поверхности сферы. 

Положим 

— 1 
(8. = || 94а. у, 2, 048 (УП, 2; 14) 


у? 5 


91 Л. "Шварц 


822 Гл. ҮП. Волновое уравнечие и уравнение теплопроводности 
{при фиксированном # функция Ф (5, Р) является средним от функцни 
(х, у, 2-9 (х, у. 2, Р) 
по сфере с центром О радиуса $, лежащей в гиперплоскости на уровие А. 
Тогда будем иметь 











9% _ 0% 
ог = 58 (УП, 2; 15) 
и _ 
о 09, 290% , 
До = Аф = д Ру (УП, 2; 16) 
[ср. с формулой (П. 2; 59). 
Формула (УИ, 2; 13) запишется теперь в виде 
(МП, 2; 17} 


(Е, у= Ј ооо, Ва. 
. 0 А 
Принимая во внимание т (УП, 2; 15) и (УП, 2; 16), будем иметь 
(П.Е, $) = (Е, 039) = „+ 72 к о. — (Е, Аф) = 
2 дф 
— ЕА 2 == 
-/ [5 0? 3 Еа —°* ЕЕ 057 5 5 98) а Н 


ра д? —. 
Е |е 00909) — 55 (509) | 4 (МП, 2; 18) 





Но 
Я 2 2 ` 
(90 д2 а [(1 90 5) | (УП, 2; 19) 
5=9 


1 
т н — бт) = а 





и, следовательно, 
со 


1 арі — д — 
(Ё, 3:9) = / ое Го О — 99) (| а = 
1 1 д - д — Ё= со А 
[99 — 9599] _ „|, К (ҮП, 2; 20) 
Поскольку функция Ф(х, у, 2, #) имеет ограниченный носитель, последнее 


выражение равно 


Е (0 90. 0)= #0, 0, 6. 9 =, $). 
7 (МП, 2; 91) 
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Отсюда вытекает, что распределение Е (х, у, 2, #), определениое равенством 
(УП, 2; 13), является элементарным решением для оператора [].. 


Задаёа Коши состоит здесь в следующем: отыскать 
Решение задачи Коши Решение дифференциального уравнения (УП, 2; 3), 


для волнового удовлетворяющее данным начальным условиям: 
уравнения 

в трехмерном и (х, у, 2, 0) = шо (х, у, 2), 

пространстве 


ди (УП, 2; 22) 
тр (х, У, 2, 0) = и (х, у, 2). | 

Мы хотим получить явное решение этой задачи. 

Допустим, что оно единственно. 

Покажем спачала, что интеграл 


к у 26 лет | [Еа ут 2—6 0 т важ = 
Рз 


== || В, № 045 (мП.2;23) 


Ти, У, 2; 0) 


является решением уравнения (УП, 2; 3) при любой достаточно регулярной 
функции ў. Здесь 1(х, у, 2; 9Ё) — сфера с центром (х, у, 2) и радиусом Ф, 
лежащая в гиперплоскости на уровне 4. 

Равенство (УП, 2; 23) можно записать в виде 


Их. у 2. в РЕ Г ле-ву-т2-04$ 2:24 


00, 0, 0; эй) 
и, следовательно, 
АГ(х, у, 2, В у) =1(х, у, 2. Е АУ. (УП, 2; 25) 
Кроме того, | Е 
Ах. у, 2, В е) = 17 (00), (УП, 2; 26) 


где 7 (г) — среднее от „функции Г по сфере с центром (х, у, 2) радиуса г. 
Будем рассматривать (т) как фупкцию только от г. Если записать г как 


расстояние до начала координат в АЗ, то (г) станет функцией па АЗ, от 
которой можно взять лапласиан по классической формуле (П, 2; 50). После- 
довательно хРберэтшируя получим 


5 1 (х, у, 2, Ё; Г) = 7 (06) + 017! (01) (МП, 2; 27) 


21* 
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И 


91 А КЕ — 0," 
па (Х, У, 2. В Р) = 207 (0) 4-07 (00) = 


— 0 (= Р'В 7") АОВ) = 
= о Ау (о) == 021(х, у, 2, БАЛ. (УП, 2; 28) 


Формулы (УП, 2; 25) и (ҮП, 2; 28) показывают, что интеграл /(х, у, 2, &; /) 
является решением уравнения (УП, 2; 3). 
Мы видим, что при #—>0 справедливы соотношения 


Их, у, 2, В р—>0 (УП, 2; 29) 
[в’силу (УП, 2; 26)], 
91 = 
ро у. В 700) = ў (х, у, 2) (МП, 2; 30) 
[в силу (УП, 2; 27). 
2 
бе у. 6 0 (УП, 2; 31) 


[в силу (УП, 2; 28)]. 
Теперь легко проверить, что функция 


и(х, у, 2, Ё) ==1(х, у, 2, Ё и) Их, у, 2, Ё, п) (МП, 2; 32) 


будет решением задачи Коши (УП, 2; 22). В самом деле, при 2—>0 имеем 


Их, у, 2. В шщ) 0 (ҮП, 2; 33) 
[в силу (УЦ, 2; 29), 


д 
орі у, 2, Ёп) > ии (Хх, у, 2) (УП, 2; 34) 
{в силу (СУП, 2; 30}, и, следовательно, функция и(х, у, 2, 2), задаваемая 


формулой (УП, 2; 32), стремится к ио(х, у, 2). 
Кроме того, 


Их, у, 2, Ё, ши (Х, у, 2) | (УП, 2; 35) 
{в силу (УП, 2; 30)] и 
2 
= (о, у, 2, Ё ш) —>0 (УП, 2; 36) 


{в силу (УП, 2; 31)|. Следовательно, производная 2 пх, у, 2, ?) стремится 


к иу(х, у, 2), когда #->0. А 
Ч. ит. д. 
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Запишем Форму (УП, 2; 32) подробней: 


Е ГГ и: (©, т, ©) 48+. 


то» у, 2; 07) 


д 1 А 
(вая [Г аъ 945). (УП, 2; 37) 


и(х, у, 2, Ё) = 


У (И, У, 2; 075 


Пусть 2 (&, 1) — достаточно регулярная функция двух 
Решение задачи Коши переменных Ё и я. 
для уравнения Е 
сли ее рассматривать, как нкцию от трех 
колебаний мембраны. " р р функц р 


Метод спуска переменных &, ў и $, то она будет независима от С 
и ее можно будет записать в виде 


8, п) = 6 (5, 1) 61, = 2 (Е, 1, 0. (УП, 2; 38) 
Вычислим с помощью формулы сть 2; 23) иптеграл (х, у, 2, Ё, 2): 


(х, у, 2, 6 = т ГГ (2 (Е, 3) 9 1)05. (ҮП, 2; 39) 
1 (%, У, 2; 00) 


При дальнейших выкладках полезно обратиться к рис. УП, 13. Интеграл, 


который стоит в правой части равенства (УП, 2; 39), не зависит от 2 и можно 
написать 


Іх, у, 2, В Их, у, 0, 6 = 
= ағ ГГ (2, 6 1045. (УИ, 2; 40) 


1(х, у, 0; 00) 


Обозначим через 2 (р) среднее функции &(&, ў) по окружности С [в пло- 
скости (Е, 7)] с центром о = (х, у) и радиусом р; 0 <р < о. Тогда & (р) 
будет также средним функции 2 (Е, т, ©) по любой из двух параллелей С, 
и С, радиуса р, лежащих на сфере 1 (х, у, 0; 98. 


Обозначим через юй; внешнюю пормаль к сфере в какой-либо точке 
параллели С; и положим 
^^ 


> > 

ф = 0%, ий... (УП, 2; 41) 
Имеем 

р = 951%, | (МП, 2; 42) 
откуда 


ар о. 
= уат А (ҮП, 2; 43) 


326 ° Гл. УП. Волновое уравнение и уравнение теплопроводности 


Поскольку 


к 


2 
Г] се те1оаѕ= 2 | варке, т. 44) 
0 


тб, у, 0; 9 


г, 





А И 
- Рис. УИ, 13. 


Окончательно будем иметь 


Их, у, 2, Ё в) =— Беса (УП, 2; 45) 


Это выражение зависит только от х, у, Ёи ©. Положим поэтому 


У(х, у, Е 9) = Их, у, 2, Ё; 2-3 Гута (УП, 2; 46) 
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Для любой достаточно регулярной функции р’ (ё, 9) интеграл Ј(х, у, 6 5) 
будет решением уравнения колебаний мембраны (УП, 2; 1). 

В самом деле, согласно исследованию уравнения (УП, 2; 3), мы знаем, 
что выполняется соотношение 





[337 (х, у, 2, 6 2) = 0. (УП, 2; 47) 
Поскольку, с другой стороны, для функции © двух переменных Ё и 7 инте- 
грал /(х, у, 2, Ё; 8) не зависит от 2, имеем 


д? 


эт 10. у, 2, Б 6) =0 (УП, 2; 48) 
и, следовательно, 


О (х, у, 2, Ё = 01(х, у, 2, В 80) = 0, (МП, 2; 49) 
откуда 





0/(х, у, 6 в) = ЦЫ(х, у, 2, В 0) = 0. (УП, 2; 50) 


Задача Коши для уравнения колебаний мембраны состоит в том, чтобы 
отыскать решение уравпения (МП, 2; 1), удовлетворяющее начальным условиям 


и(х, у, 0) =щ(х, у), 

д (х, у, 0) =ш(х, 5). (1,2; 51) 

Решение задачи (УП, 2;51) дается формулой 
и(х, у, В =У(х, у, Ё; ш) Их, у, Е в). (УП, 2; 52) 

В самом деле, положим 

Чо (&, м, О=щ (Е, 7) 61, (УП, 2; 53) 
и: (5, т О) и Е, 71, (УП, 2; 54) 

тогда равенство (УП, 2; 52) запишется в виде 
и(х, у, БИ, у, 2, Е + Их, у, 2, ва). (МН. 9; 55) 

Отсюда сразу же следует, что при # >» 0 выполняются соотпошения 


а(х, у, 0) пух, у, 2) = щ (х, у) (ҮП, 2; 56) 
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в силу (УП, 2; 33) и (УП, 2; 34) и 


д ы 
Эр (>, У. ё) > 1 (Хх, у. 2) = и (х, у) (ҮП, 2; 57) 


н силу (УП, 2; 35) и (УП, 2; 36).. 
Рассмотрим выражение 








І & 6. 1) 
2:4 ҮП, 2; 58 
= Г. Иов у)" 


для достаточно регулярной функции & (Е, 7). Здесь Р(х, у; оѓ) — диск 
с центром (жх, у) и с радиусом 9. 
Положим 
х — = рсоѕ 6, | 
у == рб. (УП, 2; 59) 
Тогда интеграл (УП, 2; 58) запишется в виде 


= Г ут Г 8 (Е, 7) 40. 


2 
Но интеграл ] 2 (Е, т) 40 есть пе что иное, как 2 се (р). Следовательно, 


1. & (©, 1) 


2то 1] а х 8) (уру 
рбў У 02 0 ф-т) 


45 41= (х, у, & в). (УП, 2; 60) 


Поэтому решение (УП, 2; 52) задачи Коши (УП, 2; 51) для уравнения колеба- 
ний мембраны записывается в виде 


=. ш (6, 1) : 
и у 0 тА ГГ уе “4+ 


р(х, у; 90 

д ио ($, 1) 2 

0. О) ат\. (УП, 2; 61 
4 ОЇ „АЈ Уфо "| ` ) 


Мы примем без доказательства, что задача Коши (УП, 2; 51) имеет 
единственное решение, даваемое формулой (УП, 2; 61). 


Замечания. 1. В случае волн в трехмерном пространстве значение 
фупкции и [даваемое формулой (УП, 2; 37)| в точке’ (х, у, 2) в момент вре- 
мени Ё зависит только от значений пу и №; в момент #= 0 функций 
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пи © на сфере с центром (х, у, 2) и с радиусом оѓ. Здесь нет диффузии 
волн. 

Напротив, в случае волн в двумерном пространстве значение функции 
и [даваемое формулой (УП, 2; 61)| в точке (х, у) в момент времени # зависит 
от начальных значений й и йу во всем диске с центром (х, у) и радиусом 
оѓ. Здесь иместся диффузия волн. 

2. Случай волн в трехмерном пространстве. Пусть (х, у, 2, #) — 
точка в пространстве №“. Волновым копусом прошлого для этой точки пазы - 
вается конус І 


Е (х 8) (у 1)? (2—00, | 

7, ( 
а волновым копусом будущего — конус 

02002 — т) — (х — 8) — (у —— 1)? — (2 — 0)? ж 0, | 

Ёт. 


Пусть вместо того, чтобы решать задачу Коши для начального момента 
О. мы хотим решить ее для начального момента К [иными словами, пусть 
нам надо найти решение уравнения (УП, 2; 3), удовлетворяющее условиям: 


и(х, у, 2, В) == (х, у, 2) и =; (>. у, 2, Ё) = и (х, у, 2)|. Легко видеть, 


что в этом случае формулу (УП, 2; 32), дающую функцию 4 (х, у, 2, 0, 
следует заменить формулой 


и(х, у, 2. Ё) = 1(х. у, 2, [В и) Их. у 2, Ё Ш 
при # >> К или формулой 


д 
и(х, У, 2, Ё) = — |16, у 2, 1—6 ИХ, У, 2, 66 о | 


пря < Ц. 

 Преобразуя эти выражения с помощью равенства (УП, 2; 23), мы видим, 
что то, что происходит в момент времени # >> В в точке (х, у, 2), зависит 
только от того, что происходило в момент времени & на поверхности сферы 
(х, у, 2; 0(2 — )), представляющей собой пересечение поверхности 
волнового конуса прошлого для точки (х, у, 2, #) с гиперплоскостью + = #0. 

Если же # < 4, то мы видим, что то, что происходит в момепт 
времени # в точке (х, у, 2), зависит только от того, что будет происхо- 
дить на поверхности сферы ў(х, у, 2; 9(&% — Ё)), представляющей собой 
пересечение гиперплоскости т= 4; с поверхностью волнового конуса буду- 
щего для точки (х, у, 2, д). 





330 Гл. УИ. Волновое уравнение и уравнение теплопроводности 








Случай волн в двумерном пространстве. Пусть (х, у, В) — точка 
в пространстве АЗ. Волновым конусом прошлого (соответственно будущего) 
для этой точки называется конус 


02602 — т)2 — (х — 8 — (у — >20, Е ь, 


[соответственно конус 
52 (Е — 0) — (х — 62 — (у — 1) 220, # < т]. 


Если решать задачу Коши для начального момента Ё то решение 
а(х, у, Ё) дается формулой 
9 
и(х, у, = УХ, у, Ё; и) ғ (>, У. 2—15 и, 


если Ё > Ёр или же формулой 


, 
и(х, у, = — |70, У. ё Ё; ш) + ғ б, У, МЕ а). 


если Ё < Ё. | 
Используя равенство (УП, 2; 60), мы видим, что то, что происходит 
в момент времени # > 5 в точке (х, у), зависит только от того, что проис- 
ходило в момент времени А во всем диске О(х, у; З(Е—Ё)), предста- 
пляющем собой пересечение плоскости <= с волновым копусом прошлого 
для точки (х, у, В. Если же Ё< В, то мы видим, что то, что происходит 
в точке (х, у) в момент времени 2, зависит только от того, что будет проис- 
ходить в момент ѓу во всем диске Р(х, у; 9(, — 0), представляющем 
собой пересечение нлоскости т== с волновым конусом будущего для 
точки (х, у, В. 
В задаче Коши (УП, 2; 51) мы предположили, что 
Мембрана с краем мембрана не ограничена; функции и, и ий; были опре- 
делены во всей плоскости (х, у). 
Предположим теперь, что мембрана имеет края, т. е. предположим, что 
в состоянии покоя она запимает некоторую область О с границей Г 1). 
Задача Коши состоит здесь в указапии 
а) начальных значений 


но (х, у) = и (х, У, 0), | 
(УП, 2; 62) 


) 
ш (х, у) = оғ (х, У 0) | 


для точек (х, у)Є б и 





1) Смешение границы Г с волновым конусом будущего исключено. 
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р) краевых условий; мы будем заниматься здесь только краевыми 
условиями Дирихле: 


и(х, у, В==0 (УП, 2; 63) 
для точек (х, у) границы Г в течение всего времени, 

Решение задачи начинают, если это возможно, с такого продолжения 
функций иу и и, до функций иу и у, чтобы решение и(х, у, №), даваемое 


формулой (УП, 2; 60) с заменой 4, и и; па щ и ё, обращалось в нуль 
в любой точке (х, у) ЄГ при всех значениях #. 
Тогда для любой точки (х, у, К) значение и(х, у, #) дается формулой 


и, (& т) |а 
и(х, у, Б а у 401 


р(х, уу о?) 


= [1] еее. (УП, 2; 64) 


Е ре, у; 00 
Приме р: @ — полуплоскость х > 0, Г — ось х = 0. Полагаем 
шо (х, у) — — и, (—х. у). | 


2 (ПІ, 2; 65) 
и, (х, у) = — ш (— х, у) 


при х < 0. 


(Этот случай, очевидно, обобщает случай струны с одним закрепленным 
концом.) 


В случае, когда область О пе ограничена, мы примем без доказательства 
единственность решения. 


Для ограниченной области О эту едииственность мы сейчас докажем. 


Интеграл энергии. Предположим, что область О ограничена и что ее 
Единственность границей является замкнутая кривая Г. (Этот случай 
в задаче Коши паиболее важен на практике.) Умножая равенство 


(УП, 2; 1) на г и интегрируя по О, получим 
а 1 уди ди | , 
а] |) ах =] ася ах ау. (УП, 2; 66) 
Интегрируя правую часть по частям и используя условие (УП, 2; 63), 


получим 
ГИУ + Дану-ь оао 


а 
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Интегралом энергии служит здесь 


Е=5 2 Г (Р) (6) (5) рах хау. (ҮП, 2; 68) 


Согласно равенству (УП, 2; 67), энергия остается постоянной во времени. 

Докажем теперь единственность решения задачи Коши (УП, 2; 62), 
(УП, 2; 63). Разность И двух решений также является решением уравнения 
(УП, 2; 1). Она удовлетворяет начальным условиям Шу (х, У) = (х, у) = 0 
и краевому условию С (х, у, #) == 0 на Г. Но тогда 


8=3 я (5) (958) акау =0. (МП, 2; 69) 


Энергия, равняясь нулю в начальный МОМЕНТ, равна нулю все время. 
Следовательно, 


поэтому И постоянна. Поскольку С равна нулю в начальный момент, она 
равна нулю и в любой другой момент времени, т. е. М равна нулю 
тождественно, 


Ч. и т. д. 


2. Решение задачи Коши для уравнения колебаний мембраны мето- 
дом гармоник !). Пусть область О ограничена и границей ее является 


замкнутая кривая Г. Стационарным решением уравнения (УП, 2; 1) называется 
решение вида 


и(х, у, = И(х, УС. (УП, 2; 71) 
Для такой функции из уравнения (УП, 2; 1) можно получить равенства 
А ү” 


где \ обязана быть постоянной. Обратно, если А — постоянная, то решения 
О (х, у) и У(® уравнений 


АО — ХИ = 0, (УП, 2; 73) 
У” — ро?у =0 (УИ, 2; 74) 


приводят к стационарному решению уравнения (УП, 2; 1). 


!) Этот метод применим также и к трехмерному волновому уравнению. Мы 
ограничимся тем, что предложим читателю лишь некоторые упражнения на этот случай. 
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Мы собираемся отыскать стационарные решения уравнения (УП, 2; 1), 
которые удовлетворяют условию (УП, 2; 63) на контуре Г. Можно предпо- 
ложить, что функция У (Ё} не равна тождественно нулю, в противном случае 
мембрана оставалась бы неподвижной. Тогда условие (УП, 2; 63) может 
выполняться при любом значении ѓ, только если 


И (х, уу=0 на Г. (УП, 2; 75) 


Как и в случае колебаний струны, это возможно только при исключи- 
тельных значениях А. Мы предположим, что граница Г области О „регу- 
лярна“, и примем без доказательства слелующую теорему. 

Теорема Дирихле 
Задача об отыскании решений уравнения в частных производных 


АИ — ХИ = 0, (УП, 2; 73) 
удовлетворяющих краевому условию 
О(х. у) = 0 на Г, (УП, 2; 75) 


имеет только нулевые решения при лкбом №, за исключением счет- 
ного множества вещественных строго отрицательных значений №: 
№ — ә № 2, оп. Ав, . 
При каждом из этих значений \ задача имеет конечное число р(1), 
р (2), ..., р(п), ... линейно независимых решений, которые принад- 
лежат 1? (0). Выберем линейно независимые решения Ол, Ито» +... , Упрт» 
с нормой 1 в 12(0), соответствующие данному \„, так чтобы функ- 
ции Орр Е 1. 2,...,1,...; ЈО) = 1, 2,..., Р(®) были попарно 
ортогональны в 12(0) !). Тогда эти функции О, ру будут об разовы- 
вать гильбертов базис в 1? (0). 


Замечание. Легко видеть, что числа А ДОЛЖНЫ быть вещественными 
отрицательными. 
В самом леле, справедливо равенство 
до (90 ЕЕ | 
р) (5) а= Г] Илиахау, (УП, 2;76) 
а 


А 


1) Эти числа А, называются собственными значениями задачи (УП, 2; 73), 
(УП, 2; 75). Функции (Га, ..., Сър (к) Называются собственными функциями, соответ- 
ствующими данному ^„. Если р (и) = 1, то А, называется простым собственным зна- 
чением; если же р(л) > 1, то А, называется кратным собственным значением, 
а число р(п) называется его кратностью. 
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правая часть которого получается из левой интегрированием по частям, 
с учетом условия (УП, 2; 75). 


В силу равенства (УП, 2; 73) правая часть равна 
—* [| [о?ахау, (УП, 2; 77) 
а 


откуда и следует требуемый результат. 

Остается решить уравнение . 

У" - 202 = 0). (УП, 2; 78) 
Его общее решение имеет вид 

. У (2) = а соѕ оо? +4 Ё ѕіп оѓ. (УП, 2; 79) 

( Таким образом, наиболее общий вид стационарного решения следующий: 


р (п) 


и, (х. У, =» Иву(х, У) (а,у Соѕ воЕ- 6, ;5іп в, 0). (УП, 2; 80) 


Будем теперь искать решение уравнения (УП, 2; 1) в виде 
хо р. 
и(х, у, = МОИ, (х, у) (а,усоѕә,0 | Ё,ѕіпә,о). (УП, 2; 81) 
1ј= + 


п= 


Остается написать, что функция и(х, у, #) удовлетворяет начальным 
условиям (МПІ, 2; 62); 
и (х, У) 


(УП, 2; 82) 
а(х, у) = 


-2д 


Мы должны, таким разом. разложить функции 1 (х, У) и и! (х, у) 
в ряды по функциям #7/,;, что возможно [при условии, что иу и шу принад- 
лежат /[2(0)], поскольку функции И»; образуют тотальную систему в /? (О). 


3. Частные случаи: прямоугольная мембрана 


Прямоугольная ‘и круговая мембрана. Примем здесь за О прямо- 
мембрана угольник О<х <А 

7” УП, 2; 83 

0<у <В. , 


Будем искать #7 (х, у) в виде 


О (х, у)= (х) М (у). — (УП, 2; 84) 


$ 2. Уравнение колебаний мембраны 335 


Тогда уравнение (УП, 2;73) примет вид 


А = 0, (УП, 2; 85) 
а краевое условие (УП, 2; 75) превратится в условия ^ 
100) = 2(4)=0, (УП, 2; 86) 
М (0) = М(В)=0. (УП, 2; 87) 
Равенство (МП, 2; 85) возможно, только если . 
І 4-91 = 0, (УЦ, 2; 88) 
М" -- ВМ = 0, (УП, 2; 89) 
где я и В — две постоянные, связанные соотношением , 
а 4- В = в. (УП, 2; 90) 
Решениями задачи (УП, 2; 88), (УЦ, 2; 86) служат функции 
53 (У2= = = | р (УП, 2; 91) 


с целыми положительными Ё (2 >> 0) (ср. стр. 310). Аналогично решениями 
задачи (УП, 2; 89), (УП, 2; 87) служат функции 


т (=) (УП, 2; 92) 


с целыми положительными 4. 
Таким образом, мы получаем для этого случая все собственные значения 
задачи: 


= 90, —т0 (вт). (УП, 2; 93) 
где Е, 1 — целые положительные числа. | 


В этом частном случае значения \ оказываются, конечно, вещественным 
отрицательными. Собственные функции имеют вид 


Етх ‚1 
Иня т р”. (УИ, 2; 94) 


В качестве У (#) получаем функции 
Ун (= ан с0$ 0р0 Вт оу, (УН, 2; 95) 


где частоты оь; даются формулой (УЦ, 2; 93). 
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Стационарное движение, соответствующее целым числам Ви [, имеет 
по времени частоту 


=> яғ . (УП, 2; 96) 


Эта формула обобщает формулу (УП, 1; 108), полученную для колеблющейся 
струны. Эти частоты не являются кратными основной частоты 





ор 1 1 
если А = В. Если же А= В (квадратная мембрана), то 
ПЕЧИ р 
м= ү ТРЕМ, ме м= 52. (УП, 2; 98) 
Решение уравнения (УП, 2; 1) будем искать в виде 
и(х, у, = У зіп 29 5р 29 (ам соѕ ор,02 4 Ёр іп оро). (УП, 2; 99) 
В, 1=1 


Чтобы удовлетворить начальным условиям, следует положить 


иу (х, у) = У ауіп А82 іп 20 | 
. и . | (УП, 2; 100) 
ч <? р. кх 
и (х, у) = У обрт ү = Г ВЕ бі 2 іп - | 
В, =! ) 


Таким образом, функции иџ(х, у) и (х, у) надо разложить в ряды 
Фурье с двумя переменными по функциям ОЕ $т 15. (см. упражнения 
к гл. М). 


Но ведь всякая функция / от (х, у), заданная в прямоугольнике О, 
допускает единственное разложение этого типа. 

В самом деле, при 0 .; у В можно продолжить функцию х — / (х, у) 
на интервал (— А, 0) как нечетную функцию от х, а затем при уЄ(— В, 0) 
и хЄ(— А, А) положить 


Р(х, у) = — } (х. — у). 
Тогда возникнет функция, определенная в прямоугольнике 


—АЗхХхА, —ВхуъВ. 


<= 
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Ве можно далее продолжить до периодаческой функции с периодом 2А по х 
и с периодом 28 по у. 
Коэффициенты а; и 6,; даются формулами 


А Вв 





Че ав |а осе уузіп 22 5іп 22, а ау | 
и . (УП, 2; 101) 
рт = 1 Га :[ х, у)ѕі 29 віп МУ а | 
— В и, (х, у А 2А У. | 
0 


Это рассуждение показывает, что в нашем частном случае система Из, 
заданная равенством (УП, 2; 94), является тотальной. 

Мы получаем, таким образом, некоторое решение нашей задачи, и мы 
знаем, что оно является единственным. 
Примем теперь за область С диск 

х + у? < А2. (УП, 2: 102) 

Мы ограничимся. кроме того, изученчем решений уравнения 

(УП. 2; 1), обладающих круговой симметрией, т. е. мы ограничимся 


изучением решений вида и (7, #), где г= Ух? + у?, которые удовлетворяют 
начальным условиям 


Круговая мембрана 





и (т, 0) = и, (г), | 


УП, 2; 103 
5, (ғ, = | ( ) 


и краевому условию 
и (Ю, В =0. (УП, 2; 104) 
Будем искать и (г, Ё) в виде 
и (г, ё) = О (г)У (0), (УП, 2; 105) 
тогда уравнение (УП, 2; 73) примет вид 


Ш" + 0 + =0 (МП, 2; 106) 
^ ср. с формулой (П, 2; 59)]. Условие (УП. 2; 104) превратится в условие 
и(В)=0. < (МИ, 2; 107) 
Слелаем в уравнении (УП, 2; 106) замену переменного 
р= ег, | (УП, 2; 108) 


22 Л. Щвард 
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тогда О (р) = О (ф/®) будет решением уравнения 


0-20 0—0. (ҮП, 2; 109) 
Следовательно (см. гл. ІХ и упражнение 1Х-5), 
О (р) = 300), (УП, 2;110) 


поскольку нужно брать только регулярные решения. Здесь Л — функция 
Бесселя с индексом 0. 

В качестве решения уравнения (УП, 2; 106) получаем, таким образом, 
функцию 


О (г) = Л (ог). 2 (МИ, 25111) 
Величина ® должна удовлетворять уравнению 
Л (®Ю) = 0, (УИ, 2; 112) 


чтобы выполнялось условие (УП, 2; 107). 

Однако известно, что все нули функции Л вещественны (гл. ІХ). 
Поэтому уравнение (УП, 2; 112) приводит пас лишь к вещественным значе- 
ниям ®. С другой стороны, замена о на — ® в формуле (УП, 2; 111) дает 
ту же самую функцию И (г). Поэтому надо удержать только положительные 
значения ~. Пусть 21, ..., 2, ... — Последовательность положительных 
пулей функции Л. Тогда значения ө даются равенством 


п 





7 о = 2, или =. (УП, 2; 113) 
(Это равенство показывает Также, что в данном случае числа А, = — є — 
вещественные отрицательные.) Функция И„(г), соответствующая ®,„, равна 
и = (2). (МТ,2; 114) 

Для функций У (#) получаем равенство 
У ансо 22 07 + віп 52 0, (УП, 2; 115) 
Стационарное движение, соответствующее целому числу п, обладает частотой 
№ = зао. (УП, 2; 116) 


Функцию и(г, #) будем искать в виде 


ц(г, 5=У 2 (22 г. 7) (е 0 0, ип 52 г. 2 01). (УП, 2; 117) 


п=1 
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Запишем, что она удовлетворяет ) начальным условиям (УП, 2; 103): 


КҮР 


в (УП, 2; 118) 
и, (г) = $ 2, 9 бо. 
п=1 


Таким образом, надо разложить функции и, (г) и а; (г) в ряд по функ- 
п! 
ЦИЯМ 4 (== т ), что возможно в силу теоремы Дирихле, если (г) и и, (г) 


достаточно регулярты. Тогда коэффициенты а, н ё, будут полностью опре- 
делены, а следователыю, будет полностью определена и функция и (л, #). 
Мы получим некоторое решение задачи, и мы знаем, что оно будет един- 
ственным. 

Волновое уравнение в А". Волновым уравнением в пространстве А” 
называется уравнение 


1 „ди _ с 
где 
е д?и 
Аи = Ў —-. УП, 2; 120 
и У дх? ( ) 


Подробный анализ этого уравнения выходит за рамки нашего курса. 
Мы ограничимся только тем, что предложим в упражнениях некоторые 
вопросы, относящиеся к этому анализу. 


$ 3. Уравнение теплопроводности 
Мы уже встречались с уравнением теплопроводности (гл. У, $ 4). Мы 
собираемся изучить здесь решения упрощенного уравнения 
ди, 9? и 


9 =0 (УН, 3; 1) 


методами, аналогичными методам, которые мы использовали для уравнения 
колебаний струны и для уравнения колебаний мембраны. 


1. Анализ методом распространяющихся волн; задача Коши. Мы 
уже знаем, ато элементарное решение для овератора 
0.0 (УП, 3; 2) 
0 дх? С 


22* 
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имеет вид 


о (УП, 3; 3) 





1см. формулу (У, 4; 16) гл. У}. 
С другой стороны, легко проверить, что интеграл 





^ е 4 А ГА 
1х, 6 р= [ 5=—04 (УН, 3; 4 


при хЕЮ иЁ >> 0 будет решением уравнения (УП, 3; 1), какова бы ни была 
достаточно регулярная функция / (). 

Покажем дополнительно, что /(х, б /) => / (х) при #—0. 

Согласно формуле (У, 1; 38), имеем 


е 422092 УП, 3; 5 
2 У= я (е | 


(х, Е р= ем] у р. (УП, 3; 6 
б) 





и, значит, 


Но е-4"%0°_5 ] в с, когда #—>0, и, следовательно, 9 [6-40] > 0 в в”, 
а значит, и в 57” (см. упражнения к гл. У). Используя теперь иепрерыв- 
ность свертки, мы выводим отсюда, что 


Их, В у). >68 х р р(х). (УП, 3; 7 
1. Случай неограниченного теплопро- 
Задача Коши водника. В этом случае задача Коши состоит 


в том, чтобы найти решение уравнения (УП, 3; 1) 
удовлетворяющее начальному условию 





а(х, 0) = и, (х). (УП, 3; 8 
В силу соотношения (УП, 3; 7) таким р:шением будет функция 
и (2—5) 
ге 9 Кох 
и(х. В == [ уз. (УП, 3; 9 


9 


Мы примем без доказательства, что это решение является единственным 


2. Случай теплопроводника с концом в начале коор 
динат. Задача Коши состоит т:перь в тох, чтобы найти решение уравне 
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ния (УП, 3; 1), удовлетворяющее начальному условию (УП, 3; 8) и некоторому 
краевому условию. Например, 


и (0, И =0, (УП, 3; 10) 
ИЛИ 
ди __ , 
эх (0, В = 0, (УП, 3; 10) 


или же какому-нибудь из более сложных условий, которых мы не касаемся. 

В случае краевого условия (УП, 3; 10) функцию и продолжают до чет- 
ной функции 20; в случае же краевого условия (УП, 3; 11} ее продолжают 
до нечетной функции #1. В первом случае решение залачи Коши дается форму- 
лой (УП, 3; 9) с заменой и, на из; во втором случае решение также дается 
формулой (УП, 3;9), но с заменой и, на ш. Мы снова примем без доказа- 
тельства, что найленное таким способом решение является единственным. 


3. Случай теплопроводника, ограниченного с обоих 
концов (0 и /.). Задача Коши состоит здесь в том, чтобы найти решение 
уравнения (УП, З; 1), удовлетворяющее начальному условию (УП, 3; 8) и двум 
красвым условиям. Мы ограничимся следующими типами краевых условий: 


либо 
ц (0, #) = и (Е, ==0, (УП, 3; 12) 
либо 
ди ди __ а. 


Здесь снова следовало бы продолжить функцию й, так, чтобы краевые 
условия (УП, 3; 12) или (УП, 3; 13) были удовлетворены. Мы не останавли-. 
ваемся на этом подробнее, потому что мы дадим явное решение этой задачи 
методом гармоник. 

Рассмотрим случай ограниченного теплопроводника 
длины А. Разность двух решений задачи Коши 
(УП, 3; 8), (УП, 3; 12) [соответственно (УП, 3; 8), 
(УП, 3; 13)] является решением уравнения (УП, 3; 1), удовлетворяющим на- 
чальному условию 


Единственность 
в задаче Коши 


И (х) = 0 (УП, 3; 14) 
и краевым условиям | 


И (0, И==И (Е. Р) 0 (МП, 3; 15) 


[соответственно краевым условиям 
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Из уравнения (УП, 3; 1) получаем равенство 
ГА 


г 9207 
[9 пах = [52 Гах, (МП, 3; 17) 
0 0 





из которого в свою очередь выводим равенство 


си 8 Глаз х= |95. у] ра (МІ, 3; 18) 
0 


При краевых условиях (УП, 3; 15) или (УП, 3; 16) проинтегрированный 
член [5 и], обрашается в нуль. 


Положим теперь 
ГА 


о = | их, вах. (МИ, 3; 19) 
0 


Из равенств (УП, 3; 19) и (УП, 3; 18) вытекает, что О (#) является неотрица- 
тельной убывающей функцией. Но значение @(0) равно нулю согласно 
равенству (УП, 3; 14). Следовательно, функция О (#) тождественно равна 
нулю и, значит, функция (7 также равна нулю. 


Ч. ит. д. 


2. Решение задачи Коши методом гармоник. Стационарным решением 
уравнения (УП, 3; 1) называется решение вида 


и(х, ё) = 0 (х)У (2). (УП, 3; 20) 

Для подобной функции и уравнение (УП, 3; 1) превращается в уравнения 
0" ү’ А 

А = = - А, (УП, 3; 21) 


где А — некоторая постоянная. Обратно, если А — постоянная, то решения 
дифференциальных уравнений 


Ш" + М ==0, (УП, 3; 29) 
Или =0 (УП, 3; 23) 


определяют некоторое стационарное решение уравнения (УИ, 3; 1). 
Найдем сначала стационарные решения уравнения (УП, 3; 1), удовлетво- 
ряющие краевым условиям (УП, 3; 12). 
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Можно предположить, что функция У (#) не равна тождественно нулю, 

в противном случае функция #(х, № была бы тождественным нулем. При 

этом краевые условия (УП, 3;12) могут удовлетворяться, только если вы- 
полнены условия 

О (0) = О (1) = 0. (УП, 3; 24) 


Решения уравнения (УП, 3; 22), удовлетворяющие условиям (УП, 3; 24), обя- 
зательно имеют вид 
Ёт 


зіп УХ х, где Ух = 7, Е -- целое >0. (УП, 3; 25) 


Тогда решениями уравнения (УП, 3; 23) служат функции 
Еп; 











ае 1, (УП, 3; 26) 
а функции 
„Н ах 
п (Х, Ё) = ае Г ѕіп (УП, 3; 27) 
дают общий вид стационарного решения. 
Будем, следовательно, искать решение задачи в виде ряда 
со 222 
ио. = Ура 2? зіп А90, (ҮП, 3; 28) 
Р=1 
Запишем, что функция 0 (х, ѓ) удовлетворяет условию (У, 3; 8): 
и (х) = У а, ѕіп Ах. | (УП, 3; 29) 
Е=1 
Остается разложить функцию #у(х) в ряд Фурье по функциям зт кж, 
это возможна (см. стр. 312 — 313). Коэффициенты а, даются формулой 
ГА . 
а | ио) зі 2 ах. (УН, 3; 30) 
0 › 


Здесь мы снова получаем явное решение задачи Коши (УП, 3; 8), (УП, 3; 12), 
и мы знаем, что оно является единственным. 

Чтобы решить этим методом задачу Коши (УП, 3; 8), (УП, 3; 13), нужно 
решать те же самые уравнения (УН, 3; 22) и (УП, 3; 23), но с заменой крае- 
вых условий (УП, 3; 24) условиями 


ай аи 
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Решениями уравнения (УП, 3; 22), удовлетворяющими условиям (УП, 3; 31), 
служат функции 
с0$ УХ х, где үх = 55, В — целое >> 0 (УП, 3; 32) 
(см. стр. 315). 
Тогда решениями уравнения (УП, 3; 23) служат функции 
У @= а, 


ый (УП, 3; 33) 
У, (0) = ае Г при #>0. 
Поэтому решение задачи мы ищем в виде ряда 
<& Ею А 
о А 
. ибх, = ао Ујаье “ соз, (УП, 3; 34) 
В = 1 


у 7. Запишем, что решение удовлетворяет начальному условию (УП, 3; 8}: 





а в 
00) = У а, соѕ 7. (МП, 3; 35) 
в =0 
Ёт 
Разложение функции й/(х) в ряд Фурье по функциям соѕ 72 полностью 
определяет коэффициенты а,. Они даются формулами 
о | 
а == —- [ посо ах. 


Е. 
о 


(УП, 3; 36) 
ар = 2. [а (х) соѕ их 4х. 


р . о 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ УП 


Упражнение У11-1: (Щипок струны.) Рассмотрим колеблющуюся струну 
длины /., закрепленную на обоих концах х=0 и х= 1. 


В начальный момент струна оттягивается в точках А и С и отпускается 
без начальной скорости. Начальное положение струны определяется графи- 


ком функции шо(х) = 40 о), п > 0. где 
х при Ох 2А, 
000) =} — (х — 1/2) при А4 < х - 314, 
Н х 1 при 304/44 х 2. 
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Определить положение струны в момент #, используя метод стационар- 
ных волн. Каковы частоты полученных гармоник? С какой скоростью убы- 
вают их амплитуды? 

А 


а0(х) 
Рис. УИ, 14. 


Упражнение У!!-2. Упражнение, совпалающее с предыдущим, но при 
условии, что струна оттянута только в средней точке А. Начальное положе- 


21 
ние струны определяется графиком функции шо (х) = = 9% (х), где 


х при Ох хх 1/2, 
т = | хо при 12 < х < 1. 
А 
Чц 
ио(х) 
Рис. УИ. 15. 
Упражнение У!-3. Такое же, как и предыдущее, но с 
е3 х при 0 <х<4 
ио(х) = А 


т=т(® 1) при 13 ХЕ. 
Числа [ий даны (лй >20, О<1<Ё). 


—_[-— 
и) 


Рис. УП, 16, 
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Упражнение УП-4. Методом гармоник найти положение колеблющейся 
струны в момент времени #. Длипа струны равна /, оба конца закреплены, 
начальная скорость равна нулю, а начальное положение определяется гра- 


фиком функции #(х) = х (1 -— х). Каковы частоты гармоник? С какой ско- 
ростью убывают их амплитуды? 


Упражнение УП-5. (Удар по струне.) Методом гармоник найти поло- 
жение колеблющейся струны в момент времени #. Длина струны равна /; 
оба конца закреплены, начальное положение совпадает с отрезком 0 $ х < /, 
а начальная скорость дается распределением Дирака в точке В с абсцис- 


сой Б, 064 (205, 0)=%ь). 


Упражнение М11-6. Найти решение уравнения колебаний струны, удо- 
влетворяющее следующим условиям Коши: 


1, когда 2р<х<2рУ- 1, 
0, когла 2р1 < х < 2р2, р — целое, 


оо 
и (х) == Ў (п). 
—_—© 
Упражнение У1!-7. Найти решение уравнения 
д?и 1 ди 
9х2 у? д. 
удовлетворяющее условиям 


и(х, 0)=0 и ғ (Х, 0) = 0. 


09) 


== ѕіп(ах — 0), 


Положить ®/а = с. 


Упражнение М11-8. Изучить распространение одномерной волны, ко- 


торая движется со скоростью 0; при х>0 и со скоростью о, при х<0 
и удовлетворяет начальным условиям 


пбх, 0) 0. р, 0) = 90а), 
где функция ф(х) равна нулю при х < 0. 


Упражнение УП-9. Положим 


да. 07-1 д 0-р д^ 
А,= 5 дут Г 1 ‘дуг ду" —1 =. +, ду? ЭъпІӣ ` 2+. 4 уту (1) 


где а, — данные комплексные числа, . и 
Предлагается искать решения уравнения 


А, (и (х, у)) = 0 " (2) 
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в виде и(х, у) = } (х -^у); тогда Х будет корнем характеристического 
уравнения 


. 8 п-1 п-р 

ай... ад... {а 0. (3) 
В случае, когда характеристическое уравнение (3) имеет и вещественных 
корней А, ..., А,, оператор (1) можно представить в виде 


д 9/9 9 д д 
А е) (65 0 3) ... (95 ә). 


1) Показать, что если все №; различны, то любое решение уравнения (2) 
имсет вид 


ибх, у) = 2 Рь(х Ау), (4) 
где Е, — произвольные функции. Рассуждение можно вести индукцией по л: 
2) Как следует изменить формулу (4) в случае, когда уравнение (3) 


имеет кратные корни? 


Упражнение УП-10. Рассмотрим п-мерное волновое уравнение 


п 
2 
1 и ли 0, л= У д? , 


02 ОР 





в брусе 
О<х, <А, і= 1, 2, ..., п. 


Найти все стационарные решения вида 


и (х1, Хо Хр Ё) ПІ 0; су 


для которых И, (0) = (А) =0, 1=1,2,..., п. 
При п==2 отыскать то из решений волнового уравнения, которое 
удовлетворяет начальным условиям 


9 
ел хо, 0) =0, и(ж, хо, 0) = хм (А, — х) (А, — хо). 


Упражнение У!-11. Для уравнения 
‘ 0*и ди 0 
дх^ д? —— 
в области 0 < х 1 найти все стационарные решения вида 


и(х, = О (х) (Р), 
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которые удовлетворяют краевым условиям 
д?и д?и 
и (0, Ё) = и (1, #) = 0 И 7957 (0, =, д =0. 
Определить то из решений уравкения, которое удовлетворяет начальным 


условиям 9 
(х, 0) == 0, а(х, 0) = х — 2х3 4 х. 


Упражнение УП-12. Рассмотрим уравнение теплопроводности 
ди ди | 
ОГ 9-0 (0) 
для линейного теплопроводника длины /, который расположен на отрезке 
О < х < Е. 


+ 


Найти все стационарные решения уравнения (1) при краевых условиях 
си ди 
\ —— —— = 
| 99 (0, 2) 0х (1, Ф) . 


Упражнение УП-1!3. Такое же, как и предыдущее, но с краевыми 
условиями 


и(0, 09=0, 5% (1, 9=0. 


Упражнение УП-14. Такое же, как и предыдущее, но с краевыми 
условиями 


У 


9 (0. Э=0. и(1. 0) = 0. 


Упражнение УП-15. (Уравнение теплопроводности на плоскости.) Рас- 
смотрим уравнение теплопроводности 


лля плоской пластинки (Р). Здесь и(х, у, К — температура в точке (х, у) 
пластики в момент времени #; 


с-— теплоемкость на единицу поверхности; т —коэффициент теплопроводности. 
1°. Предположим, что пластипка (Р) занимает область, определяемую 
неравенством х2- у? < А?, 
Найти все стационарные решения вида 


пое, у. 00И 0, г УРУР, 


для которых функция и тождественаю равна нулю на краю пластинки г = А. 
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2°. Предположим, что пластинка (Р) занимает область, определяемую 
неравенствами А < х? у? «< В. 

Найти все стационарные решения вида (/ (7) И (2), для которых функция и 
тождественно равна нулю на краях пластинки г = №; и г = Р. 

3°. Предположим, что пластинка (Р) занимает область, определяемую 
неравенствами 0 < х < а, 0 :< ў < Ё. Найти все стационарные решения вида 
О (хуу (У) (В. для которых функция и(х, у, К тождественно равна нулю 
на краю пластинки. 


Упражнение УП-16. (Уравнение теплопроводности в пространстве.) 
Найти все стационарные решения уравнения 


би. 9? 


Аи, А 0 0 
сер = Аи, Ат Роу Ро, 


вида и (х, у, 2, й = (үх? у?) М (2) 1 (№), для которых функция и обра- 


щается в нуль на границе области, заключенной между двумя плоскостями 
2 2 
2—0 и 2:= Ё и двумя цилиндрами х у= А и х? 4 у? =: №. 


Упражнение М11-17. (Задача Коши для уравнения колебаний мембраны.) 
Задача состоит в том, чтобы непосредствено найти решение уравнения коле- 
баний мембраны 


і ои д2 02 
оой — 410. А олт А дут, (9 
удовлетворяющее начальным условиям 


а(х. у. 0) = ио(х, у), | 


ди. 


2 
ие, у, а(х, у) | ® 


І. Пусть (Е, т) — достаточно регулярная функция. Положим 


И ИН 
у 6 = Г] усе. 044, 09) 


у(х, У; ол 


где 1 (х, у; 9Ё) — диск с центром (х, у) и радиусом 91. 
а) Показать, что А/ (х, у, & 5) = 1/(х, у, Б АЈ). 
Ь) Заменой переменных 


х ——7с0$0, 


у ч Гошо 
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показать, что 
ш 


(х. у. б 7) = Гуа" (4) 


2к 
где (7) = 5 [ (Е, 7) 90 — среднее функции { по окружности с центром (х, у) 
0 


и радиусом г 
Показать, что 


10. у, Ё =» (10. о ро пе 


(в процессе этих выкладок можно сначала интегрировать по частям интеграл, 


= 
который стоит в правой части равенства (4), а затем — интеграл / пи ) 
— 


с) Вывести из пунктов а) и Б), что интеграл / (х, », Е Л) является 
решением уравнения (1). 


П. 1°. Показать, что при Ё->0 выполняются соотношения 


а) 1(х, у, Е Р) 0; 
Ы 10 ув ЭО) (а, у): 
с) 10, у. Ё Р) > 0. 


2°. Вывести отсюда, что решение уравнения (1), удовлетворяющее усло- 
выям (2), дается формулой 


2 д 
и(х, у, = 1 (х, у, Б и) 10 У, Ё що). 


Упражнение УП-18. 1. Рассмотрим уравнение Шредингера в трехмерном 
пространстве: 


АИО О, 9р, 0. 


Стационарным состоянием называется состояние, описываемое волновой функ- 
цией ф вида 


„ 


» » 12 
фб, 0) == Ф(г)е *. 
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Показать, что отыскание стационарных состояний сводится к задаче оты- 

скания собственных значений и собственных функций некоторого оператора. 

Выписать этот оператор; написать дифференциальное уравнение, которому. 
> 

удовлетворяет функция Ф (г). 


П. Ограничимся одномерной задачей с переменным х. Рассмотрим случай 
гармонического осциллятора, когда потенциал имеет вид 


М(х) = =. Кх?, 


где К иекоторая постоянная. 
‚ Написать уравнение, которому удовлетворяет функция Ф (х). 

5: Положив К =, сделать простую замену переменного, позволяющую 
сохранить в качестве единственного параметра величину 2Е/ћо. Новое пере- 
менное обозначить буквой 2. 

3°. Подобрать такую замену искомой функции типа 


Ф (2) — ез2 (2), 


которая позволяет сделать коэффициенты при /” и { не зависящими от 2 
и лишь коэффициент нри /' — зависящим от 2. 
4°. Искать решение в виде ряда 


0) = Ў а,2". 


Написать рекуррентное соотношение, связывающее коэффициенты 2. 

5°. Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы этот ряд 
был полипомом. Получить отсюда собственные значения для стационарных 
состояний. 

6°. Пусть № — степень полинома, соответствующего собственному зна- 
чению Е». Выразить коэффициенты этого полинома через коэффициент е; 
и положить этот коэффициент равным 2%. Полученный полином 2; (2) 
называется полиномом Эрмита. 

7°. Выписать нормированные собственные функции задачи. Показать, что 
они попарно ортогональны. При этом можно воспользоваться соотношением 


р нон, (оет ас = 2н, 


– со 


где \ и р — целые неотрицательные числа, а б — символ Кронекера. 


Ш. 1°. Рассмотрим оператор 
а 
Р. =— 1 РЗ 
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на одномерном пространстве. Показать, что этот оператор — эрмитов, т. е. 


показать, что если / (х) и =(х) — произвольные функции от х, стремящиеся 
к нулю при х —» со, то 


ИР) = ЛР, 8), 
где введено обозначение 
хо 
1Р7 | =" (Р.Г О), 
= оо 
&° — комплексно сопряженная к = функция, черта — знак комплексного 
сопряжения. 
° Вывести отсюда, что собственные значения оператора Р, веществени. 
2°. Найти собственные значения и собственные функции оператора Р,. 
Обозначить буквой А собственное значение, соответствующее собственной 


функции ф(х). 
3°. Вычислить величину 


Ф (А, А) = (Ф. (х), (9), 
где / —- единичный оператор. Показать, что 
(Ф, (х) |Р, |е, (х)у = ЕФ (Е. К). 


Доказать двумя способами ортогональность функций Ф,(х) и вычислить 
значение интеграла 


Ј Ф(Ё'. Баг’. 


4° В последних двух пунктах мы интересуемся оператором умножения 
на х. Вычислить величину 


2 (Ф, (х) х] ФЬ (хуу 
ев Ое, 69 


І о А 
5°. Найти собственную функцию 9,05) оператора х, соответствующую 
собственному значению ху. Вычислить величины 


(3. (х)|х| О (хуу = (х0 хо) 


[ у (х0. хо) ху. А 


—<0 


ГЛАВА МП 


ЭЙЛЕРОВЫ ФУНКЦИИ 


1. Функция Г (2). Положим 


Определение со 
Г-функции с помощью - 1 
б» интеграла и Г(2) = |е ав 2=х-+1у. (МШ, 1; 1) 
0 
Этот иптеграл суммируем при х > 0. [При # > оо он всегда суммируем 
из-за наличия множителя е7“. При #0 е |), откуда и вытекает 


суммируемость при х—1 >> — 1, т. е. при х > 0.] Суммируемость этого 
интеграла равномерна при 0 < а$ х < А < оо, ибо в этом случае спра- 
ведливы оценки 


2—1 2 
ее + при 0<# 41, 
[ет | < 
1 < 


А-1,- 
Ге при 


1 оо 


- А16 
а интегралы Је аи Је ‘Ё конечны. Отсюда вытекает, что Г (2) 


является непрерывной функцией 2 при х 0, поскольку подинтегральная 
функция е7“ т! раздельно непрерывна по 2 (и даже непрерывна по ѓи 2) 
при Ё > 0, хр 0 (см. теорему Лебега, гл. І, предложение 45). 
Выполним формальное дифференцирование: 
Ге (2) = [ета вае (МШ, 1; 2) 
0 

Эта формула будет справедливой при х > 0, если интеграл (УШ, 1; 2) 
также равномерно суммируем в области 0 < а < х < А Ӯ оо. Как и выше, 
это утверждение справедливо, поскольку интегралы 


Ц оо 
Гела Нав и рвет 
$ ; 
конечны. Е 7 . 2. о еее 


23 Л. Шварц, 


364 Гл. ҮП. Эйлеровы функции 


Аналогично вычисляются дальнейшие производные; в частности, 


оо 


Г” (2) = [ ее 2 а. (УШ, 1;3) 
0 


Таким образом, Г (2) является бесконечно дифференцируемой (точнее, 
голоморфной) функцией комплексного переменного 2 при х > 0. 
Функциональное Имеем 
уравнение с © 


Ге = [ е а=|-- Ре‘ 2 [ ее й. 
0 д 
Отсюда 
Г(2-- 1) = 2Г(2) | при х>0. (УШ, 1;4) 


Применение. Имеем 


Гав = (ав 1) (24-0 2)... 2Г(2) при х>0, 
и, значит, 
Г (п) = (п — 1)1Г(1) = (0 — 1)! (УШ, 1; 5у 


С по еее. 


0 


Функция Г(2-- 1), которую можно назвать факториалом 21, определена 


при х >> — 1 и принимает значение п! при 2, равном целому числу и 2 1. 
Заметим, что, таким образом, 01=Г(1) = 1. 


При любом 2 = 0, —1, —2, ... величина 
Продолжение Г (г) ^ Г (2 п) 
с помощью 2-|- п — 1) (2-4 п 2)... (2-1) 2 
функционального + + ) +0 
Уравнения является определенной при достаточно больших 


целых положительных п. Ее значение при этом не за- 
висит от ж, ибо если заменить п на 2 -- р, то эта величина заменится величиной 


Геи р) —_ 
(24-п+4- р 1)... (24 1) 2 
Геи) (еп 4р1)... (2-Е п) Г(е- и) 


рп... етт-|...2 @411—=1...@102” 
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Поэтому .можно определить функцию Г(2) при произвольном 2, отличном 


от 0, —1, —2, ..., посредством формулы 
КЕ Г(2-+ я) А 
ГО) = рае асу |, (УШ, 1;6) 


где п — произвольное целое число, такое, что хп > 0. 
При х>0 мы приходим, естественно, к прежнему определению Г(2), 
как это легко видеть, положив ж —=0. Функция Г(2) явл; ет-я голоморфной 








функцией комплексного переменного 2 при 2 + 0, —1, —2,.... 
Изучим фупкцию Г(2) в окрестности точки 2 = — п, 
Полюсы Г (2) где п— целое число >. 0. Положим 2 =—п-- и. Тогда 
— Ги | _ 2" . 
Следовательно, Г-функция имеет в точках 2 = 0, —1, —2, ... простые 
туй 
полюсы; вычет в полюсе 2 = — п равен ( т) . 
Отметим отдельно, что 
Г(2— при 2-50. (УШ, 1; 8) 
Ниже мы увидим, что Г (1) = —- ү, где 1 — постоянная Эйлера. 
Таким образом, 
Ган 1) =1—т2- ... при 2-0 
и, значит, 
го) = ТЕО т ... (УШ, 1; 9) 
при 2 > 0. , 


Интеграл Гаусса Формула 


Г(2)=2 ес" Ёа (ҮШ. 1;10) 
0 


где 2==х-|- іу, х >> 0, получается из формулы (УШ, 1; 1) заменой # на 2. 
В частности, 


Гетеа (5) = =, (УШ, 1; 10) 


ибо г(5) =У* как мы увидим ниже [формула (УШ, 1; 15)]. 


03%. 
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2. Функция В (р, 9). Вычисление Г(р)Г(9) при Кер>0, Веа> 0. 
Имеем 


Г(р)=2 е0! ди, 
0 
Г(9 = 2 Геза так, 
. 0 
Отсюда _ 
Г(р)г(9) = 4 [ [ е- +) 2р 1424-1 ју фо. 
ЕС иу 0, | 


%>0 
Переходя к полярным координатам и = ғ соѕ 0, о = ғ ѕіп 0, получим 


Г(р)г (4) = 4 ГГ е- г? (Р+Ф 1 с0522-1 0 $1124 -1 0 ғ 40 = 


г>0, 058 <= 


ра 


== 2 [ ет ®р200+0-1 ју. 2 [ с0522-19 $1129 -10 40 — 
0 0 


ма 


== Г(р-- Ф) 2 у созар-1 Ө ѕіп 27-10 20, 
0 


откуда, окончательно, 


со527-1 0 5109-1940 = 200100). | (үш, 1; 19) 


Во, =? т" 


о 
а 


Интеграл Валлиса является частным случаем этого интеграла: 


за 


т 
2 


У = | соз вав = Гоно ао = в (7 , 5): (УШ, 1; 13) 





^ 
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1 
Полагая р=49==5., получим , 
1\\2 11 7 
(2(5)) т" 2) = 2 а= 

и, поскольку г(5 )= Г. ет —=— > 0, будем иметь 
1 — 
1 Г (5) == у =. 

Отсюда получаем 


ЕЕЕ ЕЕ 





1.3.5.... .(2п—1) 4/- (п)! 
— Ы. ) үх 7 


221 | 


где п — целое положительное число (и >> 0). 


Преобразуем формулу (МШ, 1; 12), положив соѕ2 0 = ѓ: 


Г(2+ 9) 
Кер > 0, Кед 0. 


1 
В(р, 4) = Т (р) Га) = 10—09, 
0 


Отсюда вновь получаем соотношение 


1 
1 15 1\ \2 1 
В —, —} — Г — == = 
(5 2) (5)) Гута=5 
Как следствия из предыдущих формул получаем соотношения 


мара Ч __ (в __ оуржа-1 Р (РГ (9) 
Је о хаха 09 





= (23) (81 


ра 


ия” = 5 т) 


(последнее — заменой 


тЕт=й. 





357 


(УШ, 1; 14) 


(УШ, 1; 15) 


(УШ, 1; 16) 


(УШ, 1; 17) 


(МШ, 1; 18) 
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3. Формула дополнения. Имеем 


1 со 
В (2, 1 2) = Га) о) = #7101 07а аи (УШ, 1; 19) 
0 0 


[а 
1—# 
Этот интеграл (при 0 < х= Ке 2 < 1) вычисляют методом вычетов, 
который рассматривается в теории функций комплексного переменного. 


и 
` ен ———— == и — 
( де сделана замена и і, 





2%, 
Оулу 
` Рис. ҮШ, 1. 


2-1 





При фиксированном 2, 0 < х = Ве 2 < 1, функция Ти является много- 


значпой; точка и = 0 — ее единственная точка ветвления. Рассмотрим указанный 
па рис. УШ, 1 контур С, участки (1) и (2) которого считаются бесконечно 
близкими к вещественной оси. В области, ограниченной этим контуром, 
паша функция распадается на отдельные однозначпые ветви; мы выберем 


ту из них, для которой 42-1 е(2-0188 на участке (1) с вещественным 
значением 10 и. Тогда 


ц27\ 99 ц? і 
а Пт ————— йй = | аи; 
ИГИ 1+0 ] 1+0 














0 
2—1 
| йт == 021" | — — еі ди; . 
) =-0, =] ] Г а 
цё 1 еб 118 А +21 |у| де 1 
с) Лт = 0, ибо Ти < И < —— 
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при достаточно больших А, так что интеграл Г, взятый по окружности 


(3) 
длины 2тА, стремится к нулю как А1, х—1 < 0. 
2—1 е1) 16 6+2 у| 
Рб 


Иа 


4) Ит [—0, ибо |“ 
) 2+0 4) и 1и 


< Сех- \ 








при достаточно малых е, так что интеграл Г, взятый по окружности 


4) 
длины 2те, стремится к нулю как е“, х>0. 
Окончательно 
оо 
2—1 2—1 

А и ; и 

Ни [аи == (1 — е2#*= [44 

=->0 14-0 ) 1+0 

А С 0 


Интеграл по контуру С вычисляется теперь по теореме о вычетах. Един- 





ственный полюс подинтегральной функции лежит в точке и = —-1, соответ- 
ствующий вычет равен значению е-П №1 при и = —1; здесь ви = іж и, 
значит, вычет равен еѓ= (2-1. Окончательно 
ці! р 
[554и — те" (2-1 — — 9;қеітг 
1-Н и 
с 
и 
Г иі А — 9ітеі"2 21 т 
— — ш т —————————- Ш ———, 
ти 1 — еі"? е2 — т іт2 эт тг 


Отсюда получается „формула дополнения“: 


Г(2)Г(1— 2) = —. (УШ, 1; 20) 


тяг 





. _ 
Эта формула снова дает равенство (г (5)) — и, значит, г(5) = у. 
Формула (УШ, 1; 20) доказапа пока только при О«х< 1. Однако 


при замене 2 на 2-|- 1 правая часть этой формулы умножается на —1; 
левая часть также умпожается па — 1: 


Ге 1) 2) = 202) ГО 2) = Г(2)Г(1 — 2), 


поэтому из их равенства при 0 < х < 1! вытекает их равенство при любом 2, 
у которого вещественная часть х = Ве 2 пе является целым числом. 
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Отсюда вытекает, что равенство (УШ, 1; 20) справедливо при любых 
пецелых 2, поскольку его левая и правая части непрерывны; при целом 2 
©бе части становятся бесконечпыми (имеют полюсы). 


4. Обобщение функции В. Имеем 


гоз | -4 21-1 дц, 
и, далее, 


2 
Г(р)... Гра) = 2" ГГ... Ге ею... ши’ "шт... Фил. 
и 0 


(УІ, 1; 21) 


Вычислим этот кратный интеграл интегрированием по поверхности сферы 
радиуса г с последующим интегрированием по г. Интегрирование по сфере 
радиуса г дает величину 


9% — г? [201+ .. +1) -п и. ра"... . РР п-1 45 
150 


“(здесь была сделана замена х; = г&,). Последующее интегрирование по Г 
дает величину 


со 
2 ет Ра) аро ||... Вл 077105, 
| Г... 1 
>09. 
откуда 


В (рт, рэ»... рһј== 2": | |.. [ата 22-1, .. Ра 145 


Г=] 
5520 


__ Г (р) Г (рә)... Г (ра) 
Р-р... А Ра) 


(МІП, 1; 29) 


При п=2 мы возвращаемся к формуле (УШ, 1; 12), _ положив $ == со$ 0, 
& == 5100, 45 = 40 на единичной окружности г = 1, & 20, &, >> 0. 


Гл. УП. Эйлеровы функции 361 


Формула (УШ, 1;22) позволяет вычислять „моменты“ сферического 
квадранта, т. е. интегралы типа поверхностного интеграла, стоящего в сред- 


1 
ней части этой формулы. В частности, если все р; = =, то 


в(5 5)= (= (5) } — 9п-1 в. — Зв 


2’ "12059 ТП ЕЕ 9-9’ 
г(5) 


Зи 
где 5, — площадь единичной сферы, а туп” — площадь сферического квад. 
ранта. Отсюда 


(УШ, 1; 23) 


ДО. 
ААА 0. (УШ, 1; 24) 
г(5) 2045) | 


Таким образом, 


51=2, $. =0% |что вновь дает равенство г(5)= ЗЕ 


з (МІШ, 1; 25) 
$3 =4%, 8,202, $; = т 56 =. 





Преобразуем формулу (УНІ, 1;22), положив р чі . Тогда 
г (“ЕК Е. (2 
ГГ... ега еа Да 
и 


(МІШ, 1; 26) 


Найдем, в частности, центр масс О сферического октанта г == 1, & >> 0 
(1—1, 2, 3) в пространстве АЗ. Имеем 





(УШ, 1;27) 
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То же самое значение мы получаем и для других координат: х=, 
1==1, 2, 3, откуда 005. 

5. График функции у= Г (х) при вещественном х. При х > 0 
вторая производная Г” (х) всегда положительна [см. формулу (УШ, 1; 3)]. 








І 
| 
| 
і 
| 
| 
І 
| 
і 
1 
р 
1 
і 
р 
| 
| 
2 


Рис. УШ, 


Поэтому Г — выпуклая функция, значит, она либо монотонна, либо сначала 
убывает, а затем, пройдя через некоторый минимум, возрастает. Но ведь 
Г(1) = 2(2)=1; поэтому Г-функция имест некоторый минимум в точке х = ху, 
1< хо < 2, убывает при х < ху и возрастает при х > х}. 

Изучим теперь Г-функцию при х < 0. 

Беря логарифмическую производную от обеих частей равенства (МІШ, 1; 4), 
а затем обычную производную, будем иметь 


Го  1(х) +1 1. . 
Ти = то) 
гбх) Б) Г) _ т тм (х) __ 1 
аи Г? (х) я. 
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ггг” 
Отсюда вытекает, что величина Т2 умепьшается при увеличении пере- 








менного х на 1, и, следовательно, она увеличивается при уменьшении х на 1. 
При х > 0 имеем 


со 2 


оо 
гт -г*= је ее Р) а е ёа — Је ера |. 
0 0 


Правая часть здесь положительна в силу неравенства Шварца. Поэтому 
‚2 а 
величина Г”Г— РГ” а ТогНой положительна при х < 0. Тогда и подавно 


Г’ (х)Г(х)>0, и, значит, вторая производная Г” (х) всегда имеет знак 
самой Г (х). 


Там, где Г (х) > 0, и вторая производная Г” (х) > 0, а, значит, функ- 
ция Г-— выпукла. Там, где Г(х) < 0, и вторая производная Г” (х) < 0, 


а, значит, функция Г — вогнута 1). Отсюда мы получаем график Г-функции, 
показанный на рис. ҮШ, 2. 


6. Формула Стирлинга. Докажем формулу ?) 


оо 


жи ет Ё ~ хе У 2=х при х >20. (МІН, 1; 28) 
0 


При фиксированном х логарифмическая производная функции е7 от ѓ 

х 
равна 1+: Она отрицательна при 0 <# < х, равна нулю при #= х 
и положительна при ѓ > х. Поэтому фуикция е-* имеет максимум в точке 
Ё х; этот максимум равен хе-*, Естественно положить # = х -|- и, тогда 


-и+хі (1+) 


х1 ххе-х Је аи. (МІН, 1; 29) 


—х 


Пока ий мало по сравнению с х, равен оценка 
а) бно] +005) 


У 





') Неравенство ГГ — Г’? > 0 показьва 2т, что 18 Г является выпуклой функцией 
в любом интервале сго дент 

2) Доказательство ведется „методом больших чисел“ Лапласа, который лежит 
в основе метода перевала. См. Полиа Г. и Сегё Г., Задачи и теоремы из анализа, 
т. 1, второе издание, Гостехиздат, М., 1956, стр. 105, и след., а также Лаврен- 
тьев М. А. и Шабат Б. В., Методы теории функций комплексного переменного, 
второе издание, Физматгиз, М., 1958, стр. 446 и след. — Прим. перев. 
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Пока |и| остается сравнимым с Ух (х фиксировано), функция 


-и+хі (1+2) 
е х7 переменного и, имеющая максимум, равный 1 при и==0, 


не становится бесконечно малой. Поэтому естественно положить й — Ухо. 
Тогда 


09 0 Учи (1 +2 
У 


хі хе ух [ е =) ао, (МІШ, 1; 30) 
-Ух 
Таким образом, остается показать, что интеграл 


99 охл (1—0 
1(х)= [е =( тух ) до (УШ, 1; 31) 
. -У: 


стремится к У2*, когда х стремится к —-со по вещественной оси. 
Мы имеем здесь интеграл типа 


[(х) = [нс о) 4ч. (УШ, 1; 39) 

- со 
Мы покажем, что подинтегральная функция й (х, 9) при фиксированном о 
стремится к некоторой суммируемой функции й (9), когда х –> оо, причем 


| | [в оао = үх. (МІШ, 1; 33) 


Мы покажем также, что А(х, 9) возрастает при возрастании х, когда 
о < 0, и убывает, когда о >> 0. Поэтому функция А (х, 9) при о < 0 мажо- 
рируется своим суммируемым пределом # (0), а при о >> 0 функция #(х, о) 
мажорируется (когда х >> 1) суммируемой функцией А (1, 9). Поэтому доста- 
точпо применить теорему Лебега (гл. 1, предложение 45, стр. 64) по отдель- 
ности к областям о < 0 и 97.0. При х оо и фиксированном 0 (в част- 
пости, © > — ух) имеем 





Их 2х х? 
т? 
Следовательно, Ит А (х, 9) = (0) =е ? и 
х оо 
и — 
[е 249 = үт (интеграл Гаусса). (УШ, 1; 84) 


ее) 
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Что же касается свойств возрастания, то мы докажем их следующим 
образом. 


Если х < хә, то при о < —Ух выполняется неравенство / (ху, 9) < 
< (хо, 9), поскольку в этой области значений о функция / (2, 9)—0, 
а функция А (х, 9) >0. Поэтому остается показать, что 16А (х, 9) будет 


возрастающей функцией от Ух в области Оо — Ух и убывающей 
функцией от Ух в области х >> 0. Иначе говоря, остается показать, что 


д 
уу 18 "0 о) >. 0 при— Ух со < 0 


д 
————=—10й(х, 9) <0 при 920. 


Поскольку производная 





9 Ір й(х, 9) равна нулю при 9==0 [ибо 
д (Их) А 
А (х, 0) 1], достаточно показать, что производная У ей (х, 9) 


является убывающей функцией от жю в области 9 > — Ух. Иначе говоря, 
достаточно показать, что 


_9_ з 
5 у р 186 0) <0 при о> — Ух. (УНІ, 1; 35) 


Эта производная вычисляется непосредственно (ее удобнее вычислять, 
изменив порядок дифференцирований): 





КА — о 
| 15 й (х, 0) = оүх +1014), 
2  =Ихо 
ела, 0) ү утте Ухо’ # (11:36) 
пуу оо 80 = туру 50 
А Ч. ит. д. 


7. Применение к разложению функции 1/Г в бесконечное произве- 
дение. Вычислим главную часть дроби 


(х 2)! Г(х4- №) е: 
Т-р. (УШ, 1; 37) 
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при фиксированном х и #—>с0. Формула Стирлинга приводит к асимптотике 


Ё о-у трд ‚ х+ё 
В} ==) г-х. (УШ, 1; 38) 
„ХЕ х, і 
Но величина (1 ++) == (1 +=) (1 ++) стремится к 1.е*”, когда 
Ё— оо. А 
Поэтому окончательно имеем 


Жа А при Ёоо. (УШ, 1; 39) 


Положим, в частности, # равным целому числу й; тогда 


ТЕ”) 0-8"... (РО хР() 
та — (п — 1) (п — 2)...1 2 


= (1+ т) (1 +25 ) ах). (МШ, 1; 40, 


Из соотношений (УШ, 1; 39) и (УШ, 1; 40) вытекает равенство 


у = Им [*(1+4) (15): (0) в] Б4р 


поо п 1 











1 1 
ей ВВ о 
Но 2-5 == 60-518 п.— о ( 2 т) т ‚ где величина ү, стремится к эйле- 
ровой постоянной ү, когда п > оо. 
. Поэтому 


ты = 6х Ит 101 +5) +=)? ... (: + т) 
(МІШ, 1; 427 


1 үх ки | х =) . Ы 
ты = “Ц (1+5) . (УШ, 1; 43; 


Для бесконечных рядов существуют понятия сумми- 

Понятие бесконечного руемости (,абсолютной“ сходимости) и сходимость 
произведения (только в случае, когда множество индексов является 
множеством Л целых чисел). Аналогично этому бес: 

конечные произведения делятся на „мультиплицируемые“ и „сходящиеся“ 1). 





= 


1) В оригинале „зопипа Ме“ и „шиШрНаЫе“. Русский термин для бесконечны: 
произведений отсутствует. За неимением лучшего мы употребляем в переводе терми 
„мультиплицируемое“ произведение, который меньше режет слух, чем, скажем, термин 
„перемножимое“ произведение. — Грим. пе рев. 
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Только мультиплицируемые произведения имеют практический интерес, даже 
в случае, когда множество индексов совпадает с №, их часто называют абсо- 
лютно сходящимися или даже просто сходящимися. · 


Произведение Па называется мультиплицируемым, если выпол- 
ЕТ 


няются следующие два требования: 

все члены произведения отличны от нуля (и, 0), 

существует такое число Р + 0 (значение бесконечного произведе- 
ния), что для любого є >0 найдется конечное множество значений 
индекса ЛСГ, такое, что для любого конечного множества значений 
индекса К 2 Ј выполняется неравенство 


п 
га <= (= Да). (УШ, 1; 44} 


Заметим, что, согласно этой формулировке, бесконечное произведение, „схо- 
дящееся к 0* (в очевидном смысле), должно рассматриваться как расходя- 
щееся. 

Свойства мультиплицируемых произведений аналогичны свойствам сумми- 


руемых рядов, роль числа 0 в случае рядов принимает на себя в случае 
произведений число 1. 


Отметим следующие свойства: 

1. Для того чтобы произведение П, было мультиплицируемым, не- 
обходимо, чтобы его общий член и; стремился к 1, т. е. необходимо, 
чтобы для любого = > 0 существовало конечное множество Ј с Г, такое, что 
|а, = 1| <= при і ЁЛ. 


2. Критерий Коши. Для того чтобы произведение П и; было муль- 
Я 


типлицируемым, необходимо и достаточно, чтобы все его члены и; были 
отличны от нуля и чтобы для любого є > 0 существовало конечное множество 
Ј с І, такое, что | П, —1| <= для любого конечного множества К, не пе- 
ресекающегося с Ј (КПЈ= @). 


3. Перемножение пачками. Пусть А — некоторое множество 
* индексов а, и пусть (О), сд разбиение множества / на конечные или беско- 
нечные подмножества, не имеющие попарно общих элементов. Пусть, наконец, 
произведение П 2, мультиплицируемо. Тогда произведение П и; мультипли- 
17 ЕР, 
цируемо при любом «Е А; если Р, — его значение, то произведение Це. 
" а 
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в свою очередь мультиплицируемо, причем выполняется равенство 


Па= ПР, = П (П а). (УШ, 1; 45) 


іЄ1І СА СА 


Если же произведение Па. не мультиплицируемо, то обе части этого ра- 
151 


венства все равно будут совпадать в следующих двух случаях: 

а) в случае, когда все члены и; 2.1, если величину расходящегося 
произведения с такими членами считать равной +4 оо; 

Б) в случае, когда все члены удовлетворяют неравенству 0 < и, < 1, 
если величину расходящегося произведения с такими ‘членами считать рав- 
ной 0. 
`° Эти теоремы можно доказать непосредственно, по аналогии с теоремами 
для рядов. 

Удобнее, однако, свести их к теоремам о рядах, используя для этой 
цели логарифмы. По правде говоря, логарифмы 10и, не определепы одно- 
значно при комплексных и; или хотя бы при отрицательных #;. 

Но ведь мы знаем, что если члены и; не стремятся к 1, то произведе- 
ние расходится. Если же члены и; стремятся к 1, то неравенство | 2, — 1 | < 1 
выполняется для всех членов, кроме, быть может, конечного числа. Это 
конечное число членов можно не рассматривать. 

Выделим в круге |2—1|< 1 непрерывную однозначную ветвь функ- 
ции 162, обращающуюся в нуль в точке 2 = 1. Тогда суммируемость ряда 
У 12 и, будет необходимым и достаточным условием для сходимости произ- 
СІ 
ведения П и. 

іЄІ 

В самом деле, 

а) каково бы ни было = >> 0, существует такое у >> 0, что при выпол- 
нении неравенства 1А < 7 выполняется неравенство [е — 1 | < = (непрерыв- 
ность экспоненты). 


Пусть теперь ряд Ув и; суммируем, тогда существует конечное мно- 
[21 


жество /</, такое, что |Ук| < 7, если К П/= 02. 


х 
Следовательно, | Пк — 1 |= [е К. 1|< =, и, значит, произведение [ с, 
1! 
мультиплицируемо. 
5) каково бы ни было => 0, существует такое э >> 0, что при выпол- 
нении неравенства |& — 1 | < 7 выполняется неравенство |17Ё| ~. е для ветви 


логарифма, выбранной выше (непрерывность логарифма). 
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Пусть теперь произведение П и; мультиплицируемо. Тогда существует 
і 
конечное множество / с /, такое, что | П, — 1 |< % если КЙ7= @). Сле- 
довательно, | Хр | = |16 П, | < =, и, значит, ряд У, 16 и; суммируем. 
121 
Отсюда вытекает важное следствие, 
Для того чтобы бесконечное произведение П: -- о) было мультипли- 
іЄ1 
цирусмо, необходимо и достаточно, чтобы все его члены 1-- ©; были отличны 
от нуля и чтобы ряд У, был суммируем. 
ГЕ 
С самого начала необходимо, чтобы добавка 9, стремилась к нулю, 


для того чтобы общий член 1 -- 9; стремился к 1. Если же это условие 
выполнено, для мультиплицируемости необходимо и достаточно, чтобы ряд 


Ус -9,;) был суммируем. Но ведь ю (1 4-2) ~ о при о -—>0, а мы знаем, 
іЄІ 


что для выяснения суммируемости можно заменить общий член 16 (1-4-7) 
эквивалентным ему членом 9;. Поэтому суммируемость ряда У о; пеобходима 
177 


и достаточна для мультиплицируемости произведения П. 


пан 
Ч. ит. д. 
Примеры 
Произведение . 
| 1 
Ц + =) (УШ, 1; 46) 
п=1 А 


сходится, если х >> 1, и расходится, если 0 < а < 1. 
В частности, 


А П (1 +4)= оо (расходящееся произведение), 
п=1 


1 
П | 1 — =) —0 (расходящееся произведение). 
п=9 


Две последние формулы очевидны непосредственно (и даже более оче- 
со 


м 1 
видны, чем расходимость ряда У я 


(1 т +5) (1 1-2, 
а иии 
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оо 2 
290 2\ 2 
Бесконечное произведение ег ПІ 11-е .) 
Сходимость о р де + 
произведения для ИТ 1 
мультиплицируемо при любом значении 2, при кото- 
ром ни один из его членов не равен нулю (т. е. при 2 0, —1, —9,..., 


— п, ...), и притом равномерно на любом ограниченном множестве в ком- 


плексной плоскости, не содержащем ни одной из этих точек (в которых 


т) 


В самом деле, при ограниченном 2 имеет место равномерная оценка 


ое е) ао 0) ао (Е), 





п? 


. со 
а рял У) = — суммируем. 
П=ЕТ ы 

Тем самым это бесконечное произведение представляет собой некэторую 
голоморфную целую функцию комплексного переменного 2, совпадаюшую 
с 1/Г (2), при вещественных положительных 2 (2 = х >> 0). Следовательно, 
оно совпадает с 1/Г(2) при всех 2 (сама Г (2) мероморфна). Это показывает, 
во-первых, что функция 1!/Г (2) представляется при любом 2 данным беско- 
печпым произведением (которому приписывается значение 0 при 2 =0, —1, 
—9,..., — 0, ..., Ибо при этом один из членов произведения равен нулю, 
а произведение остальных членов конечно); и, во-вторых, это показывает, 
что 1/1 (2) — голоморфная целая функция, а значит, Г(2) не обращается 
в нуль ни при каком значении 2. 


8. Функция у (2) = 10602. Возьмем логарифмические производные 


от обеих частей равенства 


ое, р =. +) 
т5=П((+2*). 
#=1 
тогда получим 


Гат | И 
то = (ЕЕ в) +т. _ (УШ, +1; 47) 





Эта формула будет справедливой, если полученный ряд равномерно сходится 
при ограниченном 2, не равном 0, —1, —2,..., Последнее требование 
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действительно выполняется, ибо величина 


1 

Е —*+|= ев = > 

2зир [2] 
Р? 








2 
ИР 2/8) 


при А > 2зир|2 |. 
То, что мы получили, является „разложением на простейшие дроби“ 


мажорируется величиной 


функции — Г’ (2)/Г (2), имеющей полюсы в точках 2=0, —1, —®, .., 
с вычетами, равными 1. При произвольном 2 полагают 
—_ Г’ (2) . 
(2) = р (МІШ, 1; 43) 


Устремляя в формуле (МІП, 1; 17) показатель р к 0 и оставляя показа- 
тель 9 == 2 фиксированным, можно доказать формулу 


1 2-1 


(2) = —1+ 
0 


Этот интеграл вычисляется элементарно при любом рациональном значении 2. 
В частности, имеем 


–200=1+[5=1) (5—3) +] 


ИЛИ гг) 
Таким образом, 
Г) еа — т. (МІШ, 1; 50) 
0 
Далее, 
г’ (2) (11 1л) 
—то 55 Е )+6=5)+ -. +7 
ИЛИ 
го 
то — т 
и, значит, 
г = ет ат. (УШ, 1; 51) 


0 





24* ` 
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При целом р >; 2 имеем 


со 


Г (р) = (8 —10)1(15 + ... +527 = рее гае 


(УШ, 1; 59) 
Продифференцируем равенство (УШ, 1; 47) еще раз: 


со со 
гг” — 1/2 1 мт ом у 
== + (ЕР) = У (==) . (УШ, 1; 53) 
Е=1 #=0 
Этот ряд равномерно сходится при ограниченных 2, отличных от полюсов. 


` Замечание. При вещественном 2 = х (отличном от полюсов) 


Гг” Г? 0, как мы уже видели на стр. 363. 
Наконец, 


, У 1 у 
Г ФРУ ртр И = = 
#=0 


— аа [согласно формуле (УШ, 1; 63)] = Г е (16 62а. (УШ, 1; 54) 
0 


9. Применения. Имеем 


разложение 

ункции Г’/Г га >, » 

по возрастающим ВИ р , ‚1; 
степеня г Г(2) — т— ў > = 109 т. (Ш, 1; 55) 


в окрестности 


точки 2 = 0 Если бы мы имели право изменить порядок 


суммирований, то мы получили бы формулу 





г’ (2) _ 41 , 
га — тс У (Р-Н, (МШ, 1; 56) 
где | 
(а) = у = . 
п=1 


Мы имеем здесь двойной ряд (ряд с двойными индексами). Мы будем иметь 
право обратить порядок суммирований, если весь двойной ряд абсолютно 
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сходится. Но ведь общий член Ир двойного ряда можно оценить по 
модулю р р 
|4, „| = 121. 7 121 ° 
п П 


Ряд с членами |2|2/02 сходится при 121 << 1, как произведение ряда Ў |2|? 
(сходящегося при |2| < 1) и ряда У. Радиус сходимости ряда (МІП, 1; 56) 


равен 1. Ниже мы увидим [см. (УШ, 1; 63) |], чему равны значе- 
ния С (а) при целых четных я. 


Имеем 
Разложение ѕїіп 2 А 
в бесконечное ѕіП я2 1 1 . 
произведение = гаги) Г г(2), (МШ, 1; 57) 


откуда, перемножая разложения функций Г (2) и Г(— 2), получаем формулу 


оо 2 2 со 
зп т  ] [С +" (-= | == (1—5). (ш.;58) 
` п=1 


а= 1 А 


Разложение, стоящее в правой части, мультиплицируемо при любом 2 = 0, 
1, 2,0... п...) — 1, 2,6... а, 0..0, И притом равномерно при огра- 


ниченном 2, отличном от этих значений, поскольку у < оо. Это про- 
п=1 
извеление будет представлять функцию ѕіп тг при любом 2, если приписать 
ему, как это делалось ранее, значение 0 при целых 2. 
Мы получили разложение ѕіпт2 на множители, аналогичное разложению 
полинома, Из этого разложения получаем формулу 


зіп 2 = 2 Ц (1— == ==). (УШ, 1; 59) 
а= 
Возьмем логарифмическую производную от этого 
Разложение сіе г произведения (обоснование аналогично обоснованию 
на простейшие дроби на стр. 370—371), получим. 
% со 
Дм 1 1 А 
п=1 
Заметим, что 
1 1 22 


Шик + 2 па `` паї 
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при и» 20, что и делает ряд суммируемым. Однако ряд у ее не 
йп=-® 


суммируем. 


Равенство (МПІ, 1; 60) дает разложение функции сір 2 на простейшие 
лроби. Полюсы с вычетами, равными 1, расположены в точках 2 = пт 


(п меняется от — со до -- оо). 
Разложение сір г Разлагая члены ряда (УШ, 1; 60) по степеням 2, 
по степеням 2 получим разложение 
1 
саа 20000) а... —_2 Фр ..., (УШ, 1; 61) 
г т т^? 


которое справедливо при |2| < т. (Обоснование — аналогичное обоснованию 
на стр. 372—373.) 


Но ведь разложение функции сір 2 можно получить и непосредственно, 
деля друг на друга разложение функций соѕ и ѕіп 2: 


а 95 м‘: (УШ, 1; 62) 


Все коэффициенты этого разложения суть рациональные числа. Поэтому 
величины С(2р)/т2” рациональны, Их можно вычислить последовательно: 
` п? ‘ п 26 
0) =, (4) = 5, 006) = ык, 608) = 50, .... (УШ, Е; 63) 


При численном вычислении интегралов по формуле Эйлера — Маклорена 1) 
используют коэффициенты разложения функции 





=— Г По степеням 2: 


1 1:1 2 __ 1 і іг __ 
ИНОНИ 


(1) +1 И К 
я Обр) 227-1 при [2] < 2% (УШ, 1564) 


которое записывают в виде 





1 т, СРВ, ›_ 
= +в 2 1, (МШ, 1; 65) 





1) См. Уиттекер Э. Т. и Ватсон Дж. Н., -Курс современного анализа, 
т. 1, $ 7.21, второе издание, Физматгиз, М., 1962. — Прим. перев. 
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где 
—о 02р): 2р) . 
В, = 2 к (УШ, 1; 66) 
Числа В, называются числами Бернулли: 


Ву= 45, Ве, .... (ҰШ, 1; 67) 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ УШ 


Упражнение УПШ-1. С помошью Г-функции показать, что 


оо 


Јев хах= — ү. 
0 


где т — постоянная Эйлера. Напомним, что (Г) = -— ү, где Ҹ (х) — лога- 
рифмическая произволная функции Г (х). Обосновать все дифференцирова- 
ния, выполненные под знаком суммы. 


Упражнение УШ-2. Рассмотрим последовательность функций 


ах) = 


Ух 


Нарисовать ход кривых у = /, (х). Показать, что 


92,2 
етт, 


Пт [| 99) „дах = 00) 


поо 


для любой непрерывной функции Ф (х), обращающейся в нуль вне некоторого 
интервала [— А, А]. . 
Из равенства 


гэ Иа 
оета 


* 


(р — произвольное вещественное число) вывести сумму ряда 








пт "О 
у У (е7) 


25* ` 
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Упражнение УШ-3. Положим 
1 2 ПИР 1 
—=г(1 г(5 ... 21) 
пт т (его 
Пользуясь формулой дополнения, показать, что 


(р= И 071. 


Упражнение УШ-4. Пусть У„— определитель Вандермонда: 
11 ... | 


12 ... М 
А У = 1 02... и? 
и 


Показать, что 8 И, эквивалентен 
п? Зп? п 
в по еп , 
при и > со. 
Упражнение УШ?-5. Заменой переменных 


= х, оу 


[71—22 _ ахауаг _ 
1+ Бурат 
взятый по первому октанту х > 0, у> 0, 220. 
При каких значениях а, В, у этот интеграл сходится? 


Упражнение УШ-6. Вычислить интегралы 
хо со 


[ес спа и [г-* 0$ ЁЁ 
б 0 


— 212 


вычислить интеграл 


(воспользоваться разложениями функций сһ? и соѕ? в ряды). 


Упражнение УП!-7. Вычислить и сравнить интегралы 
І 


2 со 
, ѕіп х 

Г е-*ах и [ел ах. 

1 0 " 


9 
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Упражнение УШ-8. Показать, что 


Г(2р) = т ОРГ (2-1 5). 


Упражнение УШ-9. Пусть функция Г(х) определена интегралом 
Г(х) = [ета 
| 
при х > 0. Положим 


ф(х) = 161 (х). 
1°. Показать, что ф(х) — выпуклая функция х при х >> 0, т. е. 
Ф (х1) + ә (х5) ж Ах 
ГА > ГА ) 


при любых ху, Хх. А> 0, или же ф(х) >20 при любом х > 0 (если эта 
производная существует). 


2°. функция ф(х) является единственной выпуклой функцией 2 (х), опре- 
деленной при х > 0 и удовлетворяющей условиям 


О-о = 18 х, (1) 
&(0=0. (2) 
а) Из выпуклости ©(х) следуют неравенства 


& (пх) — 6 (п) 
6 (п) — (п — 1) < г. 





<6 (04+ 1) — 6 (0), 


где 0 < х 21, ми — целое число >11. 
Б) Если положить 





тва Би 0) 1600 1) 


8,00) = —18х + М О, (0), 
то 





(х) хар (х) < 8, (0) 


при 0 < х <1 


26 Л. Шварц 
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с) Вывести отсюда, что ряд в (х) =— в х- ХЦ, (х) сходится при 
п=2 


всех х > 0 и определяет выпуклую функцию 2'(х), удовлетворяющую усло- 
виям (1) и (2). Следовательно, 2 (х) = (х). 
3°, а) Из пункта 2? вытекает, что 


Хп] 
= а 
Гк) „2, х(х 1)... (хи) 
при х > 0. Можно ли распространить эту формулу на значения х < 0? 
Б) Показать, что ряд с членами У == = — в л 
Положить 





сходится абсолютно. 


со 
ХУ У, = 
п= 1 


с) Показать, что 


ЕЕ 


та ° 


причем это бесконечное произведение сходится абсолютно и равномерно 
на любом интервале а < х . № вещественной оси Ж, не содержашем никакого 
целого отрицательного числа. 


4°. Показать, что функция Г(х) бесконечно дифференцируема и что 
при х > 0 имеют место равенства 


т-с (0) 


п= 


ав у ре 1) 
и И Г(х)| = . очи — при А}. 2. 


Показать, что для любого целсго 0 > 1 и для любого целого А, такого, 
что 1<А< 9—1, выполняется равенство 


4 со 
У, 29. Г” (2/9) 0и — у 


1, 
—4 — 
= Тера) ° 27 п 


ГЛАВА 
_ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 


$ 7. Определение в элементарные свойства 


1. Определение функций Бесселя; функции Неймана и Ганкеля. 
Для простоты будем считать х вещественным положительным числом (х > 0)1). 
Уравнением Бесселя называется уравнение | 


уу (1—5) 0, (ІХ, 1; 1) 


где у— данное комплексное число, вешественную часть которого всегда 
можно считать пеотрицательной (Ве У >> 0). 
Обычные решения этого уравнения будем искать в виде 


у= %№ Ў ах". (ІХ, 1; 2) 
Левая часть уравления (ІХ, 1; 1) приобретает при этом вид 
У ера, У а, хе. ах, 1; 3) 
#=0 #=0 


Для того чтобы ряд (1Х,1;2) был решением уравнения (ІХ, 1; 1), должно 
поэтому выполняться равенство 


У (Е №) — | ах У арх? = 0. (ІХ, 1; 4) 
#=0 #=0 





Г) Мы делаем это предположение, чтобы фиксировать идеи и упростить дока- 
зательства. В действительности же почти все устанавливаемые здесь результаты, и 


в частности результаты пунктов 1, 2 и 3, справедливы при произвольном ком- 
плексном Х. , 


26% 
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Записав, что коэффициенты при членах с х^, х^+! и + с ё 52 2 равны нулю, 
получим соотношения 


(А2 — У) ау = 0, (ІХ, 1; 5) 
{НА —– М] а. = 0, (ІХ, 1; 6) 
(А) — \] а, + а, = 0 при А 2. (ІХ, 1; 7) 


Коэффициент а; в разложении (ІХ, 1; 2) всегда можно считать отличным 
от нуля (ао = 0) [если условиться обозначать 2х первый, отличный от 
нуля, член разложения (ІХ, 1; 2)]. Поэтому уравнение (ІХ, 1; 5) дает зна- 
чения А: 


\= + у. СХ, 1;8) 


` Найдем сначала решение, соответствующее А == у. Перепишем уравнения 
(ІХ, 1; 6) и (ІХ, 1; 7) в виде 
(2+ 1) а = 0, (ІХ, 1; 9) 


в(6 4-2) а, а, 5=0, 2.2. (ІХ, 1; 10) 


Из соотношений (ІХ, 1; 9) и (ІХ, 1; 10) вытекает, что все коэффициенты 
с нечетными индексами равны нулю. Что же касается коэффициентов с чет- 
ными индексами ао, при п 2:1, то их легко получить из уравнения (ІХ, 1; 10): 


(—1)® а, 








о, 1. хи 
- 22а 92001 (у 1) (4-2)... (Уи) "> ( 1) 
Положив 
= ———————, ІХ, 1; 12 
бо 2Г (у 4-1) ах 12) 
получим 
” аз = 1 0" (ІХ, 1; 13) 
20005 008 пои) о” 
и запишем разложение (ІХ, 1; 2): 
бхр и хуа . 
о (6) У атара (5) (01510) 
п=0 . 


Разложение в правой части, очевидно, сходится при любом х и притом 
равномерно на любом ограниченном интервале. Функцией Бесселя 
с индексом у называется функция Ј, (х), определяемая равен- 
ством (ІХ, 1; 14). 
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Разберем теперь случай \ = — у. Уравнения (ІХ, 1; 6) и (ІХ, 1; 7) при- 
обретают вид 

(— 2» 1) а = 0, (ІХ, 1; 15) 
(Е — 2) а На, = 0, в 2.2. (ІХ, 1; 16) 

При У, отличном от целого числа, положим 

хм с" хр 
-09=(5) Матар): 1%, 1:17) 
п=0 


[Это равенство получается из равенства (ІХ, 1; 14) заменой у на —у.] Легко 
проверить, что коэффициенты а, функции Ј_, (х) удовлетворяют соотноше- 
ниям (ІХ, 1; 15) и (ІХ, 1; 16) и что, следовательно, функция /_,(х) является 
решением уравнения (ІХ, 1; 1). Если же у — некоторое целое число р > 1, 
то формула (ІХ, 1; 17) приобретает вид 


-,=(=)” У атру ($). 1х, 1; 18) 


п=р 


поскольку полюсы Г-функции расположены как раз в целых неположитель- 
ных точках. 


Полагая Ё = п — р, получим 


со, тув 
1,09=—1 (5) Утре 5. ах, 1:19) 


В случае, когда у не является целым неотрицательным числом 
(у = 0, 1, 2, ...), решения (ІХ, 1; 14) и (1Х,1;17) уравнения (ІХ, 1; 1) ли. 
нейно независимы. [Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, ‘что при 
х > 0 функция Ј (х) стремится к нулю как х”, Веу > 0, а функция Ј_, (х) 
стремится к бесконечности как х-”.] 

В этом случае общее решение уравнения (ІХ, 1; 1) имеет вид 


АЛ (х)- ВЈ, (х), | (ІХ, 1; 20) 


где А и В — постоянные. 

В случае, когда у — целое неотрицательное число (у 7» 0), функ- 
ции Ј, и /_, связаны соотношением (1Х, 1; 19), и мы должны отыскать вто- 
рое решение уравиения (ІХ, 1; 1), не зависящее линейно от Ј,. 


ан 
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При нецелом у мы назовем функцией Неймана 


Функции Неймана с индексом у функцию 
М, (х) = 7-50, (ІХ, 1; 21) 
При целом у= р положим 
М, (х) = іт М, (х). ІХ, 1; 292) 
уә р . 


Числитель и знаменатель в правой части равенства (ІХ, 1; 21) являются 
аналитическими функциями от у, поскольку функция у» Л (х) при любом 
вещественном х.> О является аналитической функцией от у, и, значит, по 
правилу Лопиталя, имеем 


. 2. (соз у®/, (х) — /_,(х)) | 
№ 00) И | ви |’ 
откуда 


д ә 
№, (х) т {а 00) — (0 5.00) }. (ІХ, 1; 93) 


Из. равенства (ІХ, 1; 23) вытекает, что при любом целом т >> 0 справедливо 
равенство 


т (®М,(х)) == 2. (вт. 60) =) [55 (сат 1... (*))] 
и | (ІХ, 1; 924) 
Вычислим сначала 0. (ад. 


е Имеем 
0—8) Х теру (0) вю 
откуда 
о алоо (е) лоо (8) Уст (ера): 
“= (ІХ, 1; 25) 


Но 
. д 1 ге+Е+1) . 
терер рер (ІХ, 1; 26) 


$ 1. Определение и элементарные свойства 383 
и, согласно формуле (МІП, 1; 47), 


ГОРЕ!) 1 1 Е . 
ТОО — УГ + УЕ» т\т. (Х. 1:27) 
Устремим у к целому числу р. 


Если р = 0, то правая часть равенства (ІХ, 1; 27) будет стремиться к т 
при А= 0 и к величине 


Ё 
—Ут+т | (ІХ. 1; 28) 


при А = 0. 
Если же р > 0, то правая часть равенства (ІХ, 1; 27) при любом А будет 
стремиться к величине 
Р-Ё 


Уту. | ах, 1; 29) 
п=1 


д 
Следовательно, при у >» р производная ел0) будет стремиться к выра- 


жению 
5 


со А (4 у 
(«+ Омо оа 52 ах, 1;30) 
В=1 п=1 | 
если р = 0, и к выражению 
оо | р+ Е 
алоо [о е У | 
(ІХ, 1;31) 


если р + 0. 
Вычислим теперь 900). 
Из равенства (ІХ, 1; 17) легко получаем равенство 
Е х х\- м вх 1 Уи 
пу (9 =— 18 5 1-9 (5) УС (5) ВГТУ ФЕРр 
` Е=0 
А (ІХ, 1;32) 
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д 
В силу сказанного ранее производная туу 7-5 (0) при у > 0 будет.стремиться 
к выражению 


со Ё 
афо ну | (1Х, 1;33) 
в=1 А 


Тогда из равенств (ІХ, 1; 23), (ІХ, 1; 30) и (ІХ, 1; 33) получаем формулу 


оо Е 
м2 (625 т) љо) Ў ау. (1х, 1:34) 
Е=1 п=1 


Предположим теперь, что у стремится к целому числу р> 0. 
Рассмотрим сначала члены с #7 р в ряде, который стоит в правой 
части равенства (ІХ, 1; 32). В силу предыдущего ряд 


х\- М вх 1 ГИ (+441) 
(5) Ус (5) зате ТСО 
=р 
при у> р стремится к выражению 


со Е 
< | що Хо" (5) тасу У ах, 1,35) 


Е=1 


Остается рассмотреть члены 


р-1 
Согласно формулам (МШ, 1; 7) и (МШ, 1; 47), дробь 
? Г”(—У4 24-1) 
ЕЕ!) 
при О <А < р — 1 стремится к выражению 
(— 1)? (р — Ё –– 1) 1, (ІХ, 1; 37) 


когда у-> р. Следовательно, сумма (ІХ, 1; 36) стремится к сумме 


СТТ х, 1:38) 
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Из формул (ІХ, 1; 23), (ІХ, 1; 31), (ІХ, 1; 32), (ІХ, 1; 36) и (ІХ, 1; 38) вытекает 
формула 


5, (0) = 2 (85 + 1) 2,09 — 6)" Ув 5)" (рв в! 


со 


(Ў л) ноо 


п=1 Е=1 1 п= +1 


Остается показать, что функция Л, (х) при целом р 72-0 является ре- 
шением уравнения (ІХ, 1; 1) линейно независимым от Ј, (ху. Первое утвер- 
ждение вытекает из равенства (ІХ, 1; 24). Докажем это утверждение иным 
способом; "ролирферепируви по у тождество относительно у: 


лю Е + (1—1) л) =0. (ІХ, 1; 40) 
Получим 
=> т 5; + (1 — = > =. 
(ІХ, 1; 41) 


Аналогично получим 


ао (а) ао ало 


(ІХ, 1; 42) 
Отсюда, полагая 


Р 109 = 4 (2. Ј 00) 0—19 0-7,0), (ІХ, 1; 43) 

получим 

у? 2 
е Р Б РОН (Е а) РО) = 20,0) 00 0). 
(ІХ, 1; 44) 
Устремим ук р. Учитывая равенства (ІХ, 1; 19) и (ІХ, 1; 23), будем иметь 
а 1а м 20 ЮЕ 
т МО е М + (1 — 4) №, 0а) 0. — (Х, 1;45) 
Ч. и т. д. 


Что же касается линейной независимости функций Л, и №», то ее легко до- 
казать. 
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В самом деле, при р= 0 и х» 0 функция Ј, (х) стремится к 1, тогда 
как № (х) стремится к — со как 85; при р > 1 их->0 функция /, (х) 


стремится к 0 как х?, а функция Л, (х) стремится к — оо как — хр. 
Следовательно, при у, равном целому неотрицательному числу (у= р 2.0), 
общее решение уравнения (ХІ, 1; 1) имеет вид 


| АЈ, (х) + ВМ, (х), . (ІХ, 1; 46) 
где Аи В — постоянные. 


Замечание. Формула (ІХ, 1; 21) определяет функцию №, (х) при лю- 
бом нецелом у, формула же (ІХ, 1; 22) определяет функцию М№,(х) при лю- 
бом целом р, положительном, отрицательном или равном нулю. Легко 
видеть, что в этом последнем случае 


М(х) = (10) №, (х). | (ІХ, 1; 47) 


В самом деле, согласно формуле (ІХ, 1; 23), имеем 


о. ГО д А 
еМ) т (09—09 дг), ах, 1:48) 
откуда, положив у= — №, получим 
р д 
А) Пт? (09 СУ 4-69) = РАА, 69, 
` (ІХ, 1; 49) 


При любом комплексном у две функции Ганкеля 
НО и НФ с индексом у определяются равенствами 


НАМ, (ІХ, 1; 50) 
Н? =), — М. (ІХ, 1;51) 


Функции Ганкеля 


. 
р. 


Эти функции снова являются решениями уравнения (ІХ, 1; 1). Мы предоставим 
читателю труд по проверке формул 


Не”, (ІХ, 1; 52) 
н, = еН, (ІХ, 1; 53) 


справедливых при любом у, При у, равном целому числу р, эти формулы 
записываются в виде 


Н®, = (ФИН, = 1, 2. (ІХ, 1; 54) 
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Замечание. Из равенств (ІХ, 1; 50) и (ІХ, 1; 51) получаем равенства 


НФ нә : 
де, (ІХ, 1;55) 
на. н . 
Мо. (ІХ, 1; 56) 


Заметим, что если в формулах (ІХ, 1; 50), (ІХ, 1; 51), (ІХ, 1; 55) и. (ХІ, 1; 56) 
заменить . | 


1 р Е 
Н® на е, Н на ет“, 


Л, па соѕх и М, на ѕіпх, 
то получатся хорошо известные формулы! 


2. Интегральные представления функций Бесселя. Рассмотрим 
комплекснозначную функцию /, (2) вещественного переменного &, определяемую’ 
равенством " : 

1 


7,00 = (1 272 при [41<1, (ІХ, 1; 57) 
0 при ||. 


Функция }, (В) суммируема при Ве (» +4 5) > 0 и имеет преобразованием Фурье 


функцию 
І 


1 
у, = Га Ру есик (ІХ, 1; 58) 


-1 
(см. гл. У, $ 2, п. 7). 
Мы собираемся показать, что при условии 
Ве (+5) 20. (ІХ, 1;59) 
функция . 
- 2, =хяЯ, (ІХ, 1;60) 


будет решением уравнения (ІХ, 1; 1). 
Каково бы ни было целое число т >> 0, функция #"/, (#) будет сум- 
мируемой при выполнении условия (ІХ, 1; 59). 
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Следовательно, преобразование Фурье «9 /, является бесконечно диф- 
ференцируемой функцией; в частности, имеем 


уу 9 (Шу, 0), | | 
Ө 8 (Ру, (0). (ІХ, 1; 61) 


Легко получаем 


(Е) А) У 0) 0097. 


(ІХ, 1; 69) 

Но 

СЛИМ (ІХ, 1; 63) 
в ёилу (ІХ, 1; 61). 

Кроме того, . 

Ла =— (2+ ПУ, (0). | (ІХ, 1; 64) 
Значит, /,  суммируема и выполняется равенство 

хеЯ р 8 (Аа). (ІХ, 1; 65) 


Комбинируя первое соотношение (ІХ, 1; 61) с соотношениями (ІХ, 1; 65) и 
(ІХ, 1; 64), запишем правую часть равенства (ІХ, 1; 62) в виде 


1001019 у] =0. ІХ, 1; 66) 
Ч. и т. д. 


Функция 4, (х) ведет себя как х” при х» 0, поэтому 4, (х) пропорцио- 
нальна функции Л, (х). Пусть а, — коэффициент пропорциональности. Тогда 


1 к (—1)% х\2е А 
Ул“, тора (3) А (ІХ, 1; 67) 


откуда, при х = 0, получаем 
1 , 
ү 5 р 1 . 
Ја=д = а, то. Зах, 1; 68) 


=1 


В левой части стоит В (5: +5) . Принимая во внимание формулы (УШ, 1; 12) 
и (МШ, 1; 15), находим значение а: 


а, =2У=Г( +5). ” ах, 1; 69) 
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Окончательно мы получаем важную формулу 


| 
пту 08) [ а 87тен (ІХ, 1; 70) 


—1 
1 
которая справедлива при Ве (ғ + 5) > 0. 


Замечание. Мы по-прежнему считаем условие (ІХ, 1; 59\ выполнен- 
ным. Поскольку 
1 


1 
Га — у  зіпіх 1—0, (ІХ, 1;71) 
—1 
имеем также формулы 
хү . У 
09 = (2) и Ѓа-ө онх ар 
Иг (“+ 5) -_1 
2) 1 
— т. Гав? 2 соѕіха (ІХ, 1; 72) 
а]. 


Другое интегральное Замена переменного Ё = соѕ 0 В представлении 
представление (1Х, 1;70) дает формулу 


т 


Ј (к) = та (2) / ѕіп250 е- (х соз0 (10, (ІХ, 1; 73) 


которая справедлива при Ве (5+ 5) > 0. 


Мы предоставляем читателю получить той же заменой переменного из 
формул (ІХ, 1; 72) дополнительные формулы. 


. 


3. Рекуррентные соотношения. Докажем сначала формулу 


_ = ар оду «9, (ІХ, 1; 74) 


которую можно записать также в виде 


Л = 0) — Л). ИХ, 1; 75) 
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Формулу (ІХ, 1; 74) достаточно доказать при достаточно больших Ве у. По- 
скольку каждая из ее частей является аналитической функцией от у, анали- 
тическим продолжением по у мы установим, что эта формула справедлива 
всюду (т. е. при всех у). 

Сделаем поэтому предположение (ІХ, 1; 59). Заметим, что коэффициент 4, 
определенный равенством (ІХ, 1; 69), удовлетворяет соотношению 
1 м1 


а, а, +1 





(ІХ, 1; 76) 


Следовательно, из соотношений (ІХ, 1; 61) и (1Х, 1; 64) вытекает соотноше- 
ние 
с 17 (У, ях} 
-_ (н) (л) (ІХ, 1; 77) 
- а, +1 а, 
Если учесть равенство (ІХ, 1; 65), то это соотношение запишется в виде 


х Ру а. у, 
ау ах а, 


(ІХ, 1; 78) 
а если учесть формулу (ІХ, 1; 67), то оно окончательно примет вид 
О (д) (79, (0). (ІХ, 1;79) 


Это „равенство есть не что иное, как формула (ІХ, 1; 74). 
Равенство 


Ј (х) = — Ј, (х) (ІХ, 1; 80) 
является частным случаем равенства (ІХ, 1; 75), 
Докажем теперь формулу 


14 оро) Чу х, 1:81) 


которую можно записать также в виде 
= 0) о) „ ах, 1:82) 
Как и ранее, формулу (ЇХ, 1; 81) достаточно доказать при достаточно 


больших Веу. Мы предположим здесь, что Ве (+ 1+) >0. Тогда 


2—1 1 А А 
г . (ІХ, 1; 83) 


а, 
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С другой стороны, 
(2у — 1) — Е, = (29 — 1), 1. 
Следовательно, 
(09—11) А1 
а, . 7 ау} у 
В левой части стоит выражение 


(2) но, 


ах ау 





У 


поэтому окончательно имеем 
х,у = у, 49, 


Это равенство есть не что иное, как формула (ІХ, 1; 82). 
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(ІХ, 1; 84) 


(ІХ, 1; 85) 


(ІХ, 1; 86) 


(ІХ, 1; 87) 


Применение формул (ІХ, 1; 70) и (ІХ, 1; 81). Вычисление функ- 


ций Лит 
5 2 


При = формула (ІХ, 1; 70) принимает вид 


1 б 
шр [оар 1 ее а 
ло=ү т Ге = 2п х і -у 2, 
1 


Но по формуле (ІХ, {; 81) 


откуда 


Отметим, что 


М 10) = Л (х) = 510 х. 
2 5 


Ма (= — У 1(0) = — } 2 созх. 
2 75 


(ІХ, 1; 88) 


(ІХ, 1; 89) 


(ІХ, 1; 90) 


(ІХ, 1; 91) 


(ІХ, 1; 92) 


Обобщение формул (ІХ, 1; 74) и (ІХ, 1; 81). Обозначим буквой р; 
оператор — 24. а буквой р.— оператор — ух. Пусть / — целое число >> 1, 
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Последовательным действием оператора Р; из формулы (ІХ, 1;74) легко 
выводится формула 


БИ (х7) = х-+0 Л, 1. (ІХ, 1; 93) 
Аналогично из формулы (1Х, 1; 81) выводится формула 
р(х) = х. (1Х, 1; 94) 


4. Другие свойства функций Бесселя. Попытаемся 

разложить в ряд Фурье функцию е 1%, где х — 
Функции Бесселя параметр (который мы будем считать веществен- 
с целым индексом ным числом). Имеем 


. 


еіх 10 У аһ (х) епі, (ІХ, 1; 95) 
п= — оо 
где 
22 
а, о) = | ехччое-тна, (1Х, 1; 96) 
0 
Функцию еѓх 10% можно разложить в ряд по целым степеням аргумента: 
| еіхеше — У А зшй 0. (ПХ, 1; 97) 
Е=0 


При фиксированном х этот ряд сходится нормально Г), когда @ меняется 
от 0 до 27; поэтому можно интегрировать почленно и, таким образом, 


© Е 1 ; Д 
а, (х) = 92 5) ае зе ебет ав. ах, 98) 
0 


Предположим сначала, что число т — целое положительное или нуль. Раз- 
ложим (еб — е-10)* по формуле бинома. Тогда интеграл 


5. еп — еуен ав | (ІХ, Е; 99) 
Я 





1) См. гл. 1, $ 3, определение 4; стр. 54, — рим. перев. 
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будет равен нулю при любом Ё, кроме значения А =п--2щ, где т > 0. 
В этом последнем случае интеграл равен величине 








2% 
т хт 1 Эт)! 
о Таиз =", ах, 15100) 


откуда 
«„(®=(5) У 0" (5) раг 4449. @Х, 1: 101) 
т=0 


При отрицательном п также легко получаем 4, (х) == Ј, (Х). 


Итак, при целом п 
2" 


о ] еі де 148 10. 2 (Х, 1: 102) 
0 


(Следовательно, функция Бесселя Ј, (х) является средним фуикции ет 18-8 
по интервалу периодичности.) 
Кроме того, 
со 
ет — У Ј (х) ені. (ІХ, 1; 103) 
п= 00 


Формула (ІХ, 1; 103) записывается также в виде 


езп — (х) 2 У Л, (х) соз 200 21 Ў) Л, (х) т (28 1)8, 
п=і п=0 


(ІХ, 1; 104) 
откуда 
оо 
соѕ (х ѕіп 0) = Ј,(х)-- 2 № Л, (х) соѕ 200 (ІХ, 1; 105) 
п=1 
и 
ѕіп(хзіп 0) = 2 У Л, (х) зіп(2л + 10. (ІХ, 1; 106) 
п=0 
Мы хотим изучить поведение функции Ј,(х) С вс- 
Асимптотическое щественным у, когда х > о. 
разложение . Положим 
и,(х) = Ух], (х). - (1Х, 1; 107) 


Легко видеть, что и, (х) является решением дифференциального уравнения 
1\11 
и рд ры . 
и +|1-( = ж) 5214220. (х, 15108) 
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Таким образом, мы усматриваем иптуитивно, что при х-> со функция 
и, (х) стремится к некоторому решению уравнения 


и" 4-и = 0, (ІХ, 1; 109) 


т. е. к некоторой тригонометрической функции. Можно аккуратно доказать 
(мы же примем это без доказательства), что при вещественном у 


(= 20 ( 09-102) о(-=)?. (ІХ, 1; 110) 


когда х-—> оо. 


. Таким образом, при х-» 20 функция Ј, (х) ведет себя приближенно 
как функция 


И сов (9 + От). 


Заметим, что в силу формул (ІХ, 1;88) и (ІХ, 1; 90) функция Л (х) 
при у= ув точности, а не приближенно равна функции І 

| / 2. 1 

| 2511 Х при у= 2, 


а .. , | 
И 05 (— 09410) 2) > и Охо) 
| И 2.созх при у= — 7: 


Причем это равенство справедливо при всех х, а не только при достаточно 


больших х. Впрочем, легко видеть, что при у= + уравнение (ІХ, 1; 108) 
принимает вид 


. и" 4-и =0. (ІХ, 1; 112) 


Используя определение (ІХ, 1; 21), из равенства (ІХ, 1; 110) получаем 
асимптотическое равенство 


М, (2) = у 25а (0+0 2) о(-я) (1х, 1; 113) 





1) Равенство & (х) = О (7 (х)) при х > оо означает, что модуль | 


& (х) 
(х) 
тается ограниченным, когда х-> оо. 


Ј 


| ос. 
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при х->со. Используя же определения (ІХ, 1; 50) и (1Х,1;51), получаем 
асимптотические равенства 


— . — (2 3 
ноо ү/ 2 ИС (2 9 ор) (ІХ, 1; 114) 
тх х? 


Н® (х) = р 27779) + 0 (5. (1Х, 1; 115) 
тх х 


при х-> оо. 


Положительные нули Мы хотим изучить распределение достаточно боль- 
функций Бесселя ших нулей функции Л, (х) при вещественном у. 


Мы собираемся показать, что при х-»72о нули функции Л(х) 
к 
приближенно совпадают с нулями функции соз (х— + 1) т. 


Заметим сначала, что в силу формулы (ІХ, 1; 110) нули функции Л (х) 
могут располагаться только в окрестностях нулей функции соѕ (2—29 1) 2). 


Остается показать, что в окрестности некоторого нуля функции 
т 
соѕ (5—0 3) 


имеется только один нуль функции Л (х). 


Нули функции с0$ (х= < 4) расположены в точках 
х= (2+1) 2 4020-1) 5, (ІХ, 1; 116) 
где и — целое. Нас интересуют здесь только положительные значения п (п >> 0). 


При заданном положительном є существует э >> 0, не зависящее от п 
и такое, что при выполнении условия 


|094 0 5 +05 < (ІХ, 1; 117) 


выполняется неравенство 
. |соз (х — (24-1) 2) 


Обозначим через Г, интервал 





< є. (ІХ, 1; 118) 


[рт Но ФОНО]. 
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Когда точка х пробегает этот интервал, функция соѕ (— 2+ рт) пере- 


ходит от значения (— 1)? = к значению (— 1). При и >» 2о функция Л, (х) 
имеет на левом конце интервала /, тот же знак, что и число (— 1)“ є, а на 
правом конце Ј, (х) имеет тот же знак, что и (— 1)"*'в. Таким образом, 
когда х пробегает интервал /,, функция Ј, (х) меняет знак и, следовательно, 
имеет в этом интервале нечетное число пулей. Чтобы показать, что функ- 
ция Ј,(х) имеет только один нуль, достаточно показать, что ее производ- 


ГА 
ная /(х) не обращается в нуль на интервале /,. Но ведь в силу формулы 
(ІХ, 1; 45) имеет место асимптотическое равенство 


. ло у 2 ( 090 5) 0(-5) (ІХ, 1; 119) 


при х-> оо. 
(А 
Поэтому нули функции Л (х) могут располагаться только в окрестности 


нулей функции ѕіп (х — (2+ 21), а в достаточно малой окрестности нуля 


функции соѕ (х — (2+ 1) 2) нет нулей функции ѕіп (х — (2»+- 4) . 
Ч. ит. д. 


Замечания. Мы по-прежнему предполагаем у вещественным. При 
этом: 

1. Если мы знаем положительные нули функции /,(х), то мы знаем и 
отрицательные нули, поскольку Л, (— х) = е", (х). 

2. Можно показать, что при у >> —1 все нули функции Л (х) вещест- 
венны. 


3. Заметим, что формулы (ІХ, 1; 88) и (ІХ, 1; 90) дают нам вєе нули 
функций Ју (х) и У 10). 
2 2 


Нули функции Ј (х) лежат в точках 
2 

пт, где п — целое положительное, 

(ІХ, 1; 120) 

отрицательное или нуль. 


Нули функции / 1(х) лежат в точках 
-5 А 


п 
(20 4 і, 77, где п — целое положительное, 


(ІХ, 1; 121) 
отрицательное или нуль. ` 


$ 2. Перечень формул 397 


При произвольном у положим 
Модифицированные -р>= 
функции Бесселя Г, (х)=е 217, (іх) = 
оо 


= (5) У тту 5)" вони 


и назовем функцией Кельвина с индексом у функцию 


К, О) = тузуи О 0) 1,000). (Х, 1; 123) 

Заметим, что | 
К_,=К, при любом у, (ІХ, 1; 124) 
1„=/, при целом п. . (ІХ, 1; 125) 


$ 2. Перечень формул 


В этом параграфе мы перечислим формулы, установленные в пр:дыду- 
щем параграфе. | 
Мы считаем х вещественным положительным числом (х>> 0). 


2 
еренииане УЗУ (1 —т)у-0, у комплексное 


(ІХ, 2; 1) 
у 1) 2 
Функция Бесселя . (үу (=) . ІХ, 2; 2 
с индексом 2 ^6) | 2 | дате 42 ( ) 
Частпый случай: 
{л (1) (хув 
= У (5) (ІХ, 2; 3) 
в=0 
Функ Нейман т) (х) 7, (х 
Ун три 2 М, (х) = 6085995007500, при нецелом у. 
(1Х, 2; 4) 
Если у есть целое число й, то 
№, бх) = На М, (х). ^ (1Х,9; 5) 


у>» л 
Частный случай: 


оо ЕВ 
2 & 2% 1 1 | . 
мо 2а о оч]. аво 
. . в=1 . 
где ў — постоянная Эйлера. 


27 Л. Шварц 
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и 
Функции Ганкеля Ну =А-НМ, 
с индексом ғ Н == Ј, — М, 
откуда 
1 2 
У __ Н+ н , 
У 2 
но __ н? 
=“ 
Функции Бесселя, При целом п имеем 
Неймана и Ганкеля . —_ 1)^/ 
с целым индексом Ја = (— ПЛ, 
Мо =(— 0)" М, 
НӘ, ==(— 1)" НӘ и НӘ, =(— 1)" Н. 
(0) (2) 
Ланейно независимые АУ и Н; при любом у, 
решения уравнения ил, при нецелом у, 
Бесселя 
Л, и М, при целом у= п. 
Интегральные 1 
представления При Ве (5; > 0 имеем 
функций Бесселя А 
1 у +і 
109= (57 — г еа еа 
/ (5+5) —1 
2 
хү 2 \ 1 
Л (х) = (5) — т Ја 2) 2 соѕіх йё, 
Ик Г +5) 0 
т 
2, (5) _ 1 Ге 8 іп2°0 9, 
о Ит) 9 | 
2 
т 
о 2 
Л (к) = (5) Г соѕ (х соѕ 9) $120 @0, 


У г(*+5] 0 


и. в частности, 


Л (х) = = | соѕ (х соѕ 0) 48. 


(ІХ, 2; 7) 
(ІХ, 2; 8) 


(ІХ, 2; 9) 


(ІХ, 2; 10) 


(ІХ, 2: 11) 
(ІХ, 2; 12) 
(ІХ, 2; 13) 


(ІХ, 2; 14) 
([Х, 2; 15) 


(ІХ, 2; 16) 


(ІХ, 2; 17) 


(ІХ, 2; 18) 
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Положим 
Рекуррентные га та 
соотношения О = тя» и 2, == =, (1Х,2; 19) 
тогда при целом и >, 0 будем иметь 
р" (х) = хт0+9, (ІХ, 2; 20) 
р(х) = "и. ах, 2; 21) 
Имеем 
Производящая со 
функция еіхуп0 — № Ј, (х) ет (1Х, 2; 22) 
и от "7% 
Ј, о) у | еіх їп ве 118 00. (ІХ, 2; 23) 
0 
Асимптотические .` —- а) 1 
разложения пра 0, (х) = — соз (09-102) 0 (5), 
вещественном тх 4 х? 
Уй х < ах, 2; 24) 
№, (х) = ү 2 512 (х — (2 =) +0 (>>), (1Х, 2; 25) 
пх 4 дй! 
но) у 2 е 9) + о(-), х, 2;26) 
7х хх? : 
Н (ху р 2 е1 (хер) о(-2). (ІХ, 2; 27) 
тх х 
Заметим, что при любом х имеют место точные равенства: 
тоу = зіп х == №. 109, (ІХ, 2; 28) 
лая у А р (ІХ, 2; 29) 
Преобразование „1 
„Лапласа бесселевых Е) Уз 1} . 
а бесе үө (5) т 05 (зерт) (ІХ, 2; 30) 


при Веу > 0, Вер р> 0. 
В частности, 


УЛ 5 


1 
и. ІХ, 2; 31 
УР 00 





27* 
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Модифицированные (ое 1, (1х) = (5 ЊУ 1 х \28 
функции Бесселя ) >) еи кІТ(АУ4- У Г) (5) 
(ІХ, 2; 82) 
К) = зр 0) 100), (ІХ, 2; 33) 
функция Кельвина. 
Имеем 
К_,= К, при любом у (ІХ, 2; 34) 
и . 
г Га = 1, при целом п. (ІХ, 2; 35) 


УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ ІХ 


Упражнение [Х-1. Доказать формулы ({Х, 1; 70) и (ІХ, 1; 72), исполь- 
вуя разложение функций ей, е-Их и соѕ іх в степенные ряды. 


Упражнение [Х-2. Доказать формулы (ІХ, 1; 74) и (1Х, 1; 81), исполь- 
вуя разложение функции Л, (х) в степенной ряд. 


Упражнение ІХ -3. 1°. Доказать, что при целом 


Ј, (04-5) = Ў 2,(а)2,.,„(). 
р= – оо 
9°. Доказать, что 
(У а24- 2 4- 2а6соза) = Ј,(а)Ј,(0) 4-2 Ў Ј, (а), (со рэ. 
р=1 


Упражнение І Х-4. Пусть К — данное положительное число, а оу и Фо — 
два таких положительных числа (юү, во > 0), что 


Фу = ® и Л(&Ю) = Л (К) = 0. 


Показать, что 


А | 
[ бо) бот) гаг 0. 
0 


Упражнение ІХ-5. Вычислить в смысле теории распределений в про- 
странстве Н? величину „ 


(А-- 6) М. (г), 
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используя при этом метод, аналогичный методу, примененному в курсе для 
1 
вычисления (==) в Б”, 
г 


Здесь №, — фупкция Неймана с индексом 0, г= ух? у?. 


Упражнение І Х-6. 1°. Непосредственно вычислить свертку ° 
$ = Ү(х) (х) < У(Х) Л(ЕХ, 


используя при этом разложения функций Л и Л в степенные ряды. 
Здесь Ү (х) — фупкция Хевисайда. Воспользоваться без доказательства 


формулой 
(2т)! (2)! —1 
У 227 (урт)? ` 287 (1)? 
т+п=і 


2°. Найти дифференциальный оператор ДР с постоянными коэффициен- 
тами, такой, что Э = ё. Вычислить 


` РИ Л (Ех) 
и получить отсюда свертку 


Ү(х) Л (Ех) є оул) 


Упражнение 1 Х-7. Имеет ли уравнение Бесселя 
| ху" + ху + (2 — № у=0, 


ассматриваемое в смысле теории распределений решения вида 502)? 
р 


Случай у = 0. Является ли функция №, решением этого уравнения в смысле 
теории распределений? 


Упражнение [Х-8. Доказать формулу 
ё 
[ соз(2 — (04 = 27, (2). 
0 (\ 


(Пусть И (2) — неизвестный иптеграл, он удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 


ИНИ=Ь-А,. 
откуда 


, . О = 23, 4- Азіп 2 4- В соѕ г. 
Д оказывается, что А= В = 0.) 
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Упражнение [Х-9. Используя разложение функции Л в степенной ряд, 
доказать формулу 


т 


2 


Ј Йо 
[ лет (2 соз 9 п соѕ0 40 = ПКЕ. 
УЕ 


Упражнение 1[Х-10. Вычислить интеграл 
со 
| е9 (66) Е, 
0 


используя формулу (ІХ, 2; 16) с у= 0. 


Упражнение ІХ-11. Показать, что 


т 


2 
абі А 

Ј а | Ј (а ѕіп 0) ѕ5іп»+10 соѕ %+10 290. 

ь+у+1( ) Г (и 1) : ,( ) 

Упражнение І Х-12. 1°. Разложить соѕ (2 ѕіп б) и ѕіп(2 ѕіп б) как функ- 
ции от 0 в ряды Фурье. Написать для них формулу Парсеваля. Вывести от- 
сюда оценку для |7, (2)|. не зависящую от вещественной части 2. 

2°.- Показать, что 


(т 0) Ја 0-04 
0 


и (аа (а) а (0) — А0) т + | ЛО а, 
0 


где п — целое положительное число и м + 204-1 > 0. 
3°. Показать, что 


1- в (2) Ја -1062) 4-71 (2), (2) = 28 пт запа 


{п — произвольное). 
. 4°. Положим 


Уп 
о 





Показать, что функция Фи, (2) удовлетворяет уравнению Рикатти. . 
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5°, Положим В? — ғ? - г? — 2771 с0$0; т> 0. 
Показать, что 


08) = (е) (и) + 2 >, (г) Л, (7) соз по, | 


№ (В) = (0) № (и) 2 > Л) М, (ту) соѕ п. 
6°. Показать, что | 
22", (2) = АЛ(2)- ВЛ (2), 


где А и В — полиномы от 2 степени 2и. Вычислить д) +34 (6) 
и 34 (У 30) + 54 (У30). 
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